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Про iнтерполяцiю операторiв слабкого
типу (φ0, ψ0, φ1, ψ1) у просторах Лоренца у
граничних випадках

Розглядаються квазилiнiйнi оператори слабкого типу (φ0, ψ0, φ1, ψ1), аналоги
операторiв Кальдерона, Бенета для вгнутих та опуклих функцiй φ0(t), ψ0(t), φ1(t),
ψ1(t). Доведенi теореми iнтерполяцiї операторiв iз простору Лоренца Λφ,b(Rn) в
простiр Λψ,a(Rn) в випадках, коли 0 < b ≤ a ≤ 1 i вiдношення функцiї φ

1
b (t) до однiєї з

функцiй φ1(t), φ2(t) є повiльно змiнною функцiєю у нулi та на нескiнченностi.
Ключовi слова: простiр Лоренца, iнтерполяцiя операторiв, повiльно змiннi функцiї,

незростаюча перестановка функцiй, показники розтягу.
Рассматриваются квазилинейные операторы слабого типа (φ0, ψ0, φ1, ψ1), аналоги

операторов Кальдерона, Бенета для вогнутых и выпуклых функций φ0(t), ψ0(t), φ1(t),
ψ1(t). Доказаны теоремы интерполяции операторов из пространства Лоренца Λφ,b(Rn)

в пространство Λψ,a(Rn) в случаях, когда 0 < b ≤ a ≤ 1 и соотношение функции φ
1
b (t)

к одной из функций φ1(t), φ2(t) является медленно меняющейся функцией в нуле и
в бесконечности.

Ключевые слова: пространство Лоренца, интерполяция операторов, медленно меняющиеся
функции, невозрастающая перестановка функций, показатели растяжения.

The quaslinear operators of weak type (φ0, ψ0, φ1, ψ1), analogs of the Calderon, Bennett
operators in the case of concave and convex functions φ0(t), ψ0(t), φ1(t), ψ1(t) are
considered. The theorems of interpolation of these operators from the Lorentz space
Λφ,b(Rn) into the space Λψ,a(Rn) in cases when 0 < b ≤ a ≤ 1 and relation of function φ

1
b (t)

to one of functions φ1(t), φ2(t) is slowly varying function are proved.
Key words: the Lorentz space, operators interpolation, slowly varying functions, nonincreasing

permutation of functions, index of tension.
MSC2010: Pri 41A05, Sec 47A58, 46E30, 46A32

1. Вступ

У роботi [1] доведенi теореми iнтерполяцiї у просторах типу Лоренца при
лiнiйних операторах умовно слабких типiв (p0, q0), (p1, q1), де 1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ ∞,
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p0 6= p1, q0 6= q1. Важливу роль вiдiграла нерiвнiсть, що виконується для довiльного
оператора T i будь-якої функцiї f(x) з суми просторiв Лоренца Lp0,1(Rn)+Lp1,1(Rn):

(Tf)∗(t) ≤ ASf(t) = A

∞̂

0

f ∗(s)dmin
i=0,1

{
s1/pi

t1/qi

}
.

Метод А.Кальдерона застосовувався Д.Бойдом [2], Р.Шарплi [3], С.Г.Крейном,
Є.М.Семеновим [4], Є.А.Павловим [5] та iншими для доведення теорем iн-
терполяцiї у перестановочно-iнварiантних просторах лiнiйних операторiв, що
обмежено дiють iз пари просторiв Лоренца (Λφ0(Rn),Λφ1(Rn)) у пару просторiв
Марцинкевича (Mψ̄0

(Rn),Mψ̄1
(Rn)) у випадку, коли φ0(t), φ1(t), ψ̄0(t), ψ̄1(t) - вгнутi

функцiї. У роботi [6] доведенi теореми iнтерполяцiї для квазилiнiйних операторiв,
що обмежено дiють iз пари банахових просторiв у пару просторiв Марцинкевича.

У [7], [8] для квазилiнiйних операторiв T слабкого типу (p0, q0, p1, q1), 0 < p0 <
p1 ≤ ∞, 0 < q0 < q1 ≤ ∞, що задовольняють при будь-якому t > 0 i f(x) ∈
Lp0,1(Rn) + Lp1,1(Rn) нерiвностi

(Tf)∗(t) ≤ CWf ∗(t) = C

t1/q0
tmˆ

0

f ∗(s)s1/p0−1ds+ t1/q1
∞̂

tm

f ∗(s)s1/p1−1ds

 , (1)

де m = (1/q0 − 1/q1)/(1/p0 − 1/p1), доведенi теореми iнтерполяцiї у просторах
Лоренца-Зiгмунда Lp,a(logL)a(Rn). Використання оператораW дозволило отрима-
ти загальний метод iнтерполяцiї квазилiнiйних операторiв умовно слабкого типу
(p0, q0), обмежено дiючих iз простору L∞(Rn) у простiр BMO(Rn), а також умовно
слабких типiв (p0, q0), (p1, q1).

У [9] розглянутi квазилiнiйнi оператори слабкого типу (φ0, ψ0, φ1, ψ1), якi є
узагальненнями операторiв (1) у випадку вгнутих i опуклих функцiй φ0(t), ψ0(t),
φ1(t), ψ1(t) i дослiдженi у роботах [2] - [4] у випадку φ0(t), φ1(t), ψ0(t), ψ1(t) - вгнутi,
φ1(t) 6= signt.

Отримана обмеженiсть квазилiнiйних операторiв у вiдповiдних просторах [10],
[11] дала можливiсть у [11] дослiдити iнтерполяцiю операторiв слабкого типу
(p0, q0, p1, q1) iз простору Лоренца Λφ,b(Rn) у простiр Λψ,a(Rn) за умови, що
0 < b ≤ a ≤ 1 i показники розтягу функцiї φ [4] задовольняють нерiвностям
δbφ1

< γφ ≤ δφ < γbφ0
.

Iнтерполяцiя квазилiнiйних операторiв слабкого типу (φ0, ψ0, φ1, ψ1) у просто-
рах Лоренца, коли вiдношення однiєї iз фундаментальних функцiй φ0(t),φ1(t)
крайнiх просторiв Λφ0,1(Rn), Λφ1,1(Rn) до функцiї, що визначає тип простору
Лоренца Λφ,b(Rn), є функцiєю, що повiльно змiнюється у нулi та на нескiнченностi
i показник сумовностi a ≥ b > 1, доведена у [12].

У данiй роботi доведена обмеженiсть квазилiнiйних операторiв слабкого типу
(φ0, ψ0, φ1, ψ1) iз простору Лоренца Λφ,b(Rn) у простiр Λψ,a(Rn) у випадку, коли 0 <
b ≤ a ≤ 1, i вiдношення однiєї з фундаментальних функцiй φ0(t), φ1(t) просторiв
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Λφ0,1(Rn), Λφ1,1(Rn) до функцiї, що визначає тип простору Лоренца Λφ,b(Rn), є
функцiєю, повiльно змiнною у нулi та на нескiнченностi.

Теореми є новими i можуть використовуватися у теоремах вкладення, у теорiї
наближення функцiй, у теорiї диференцiювання iнтегралiв у Rn, встановленнi
апрiорних оцiнок диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних.

2. Позначення та визначення.

Нехай Φ - об’єднання функцiї φ(t) = signt i множини додатних, зростаючих,
вгнутих або опуклих на пiвпрямiй [0,∞) функцiй φ(t), що задовольняють умовам
lim
t→+0

φ(t) = φ(0) = 0, lim
t→∞

φ(t) = ∞ i φ(2t) = O (φ(t)), коли t → +0, t → ∞. Для

функцiї φ(t) iз множини Φ позначимо через Mφ(t) = sup
0<s<∞

φ(st)
φ(s)

(0 < t < ∞) i γφ,

δφ вiдповiдно її нижнiй та верхнiй показник розтягу [4].
Нехай LM - множина повiльно змiнних у нулi та у нескiнченностi функцiй

h(t), тобто таких додатних вимiрних на пiвосi (0,∞) функцiй, що lim
t→+0

h(λt)
h(t)

= 1,

lim
t→∞

h(λt)
h(t)

= 1 для довiльного λ > 0.
Для заданої майже всюди додатної, локально iнтегровної на пiвпрямiй (0,∞)

функцiї g(t) i 0 < p < ∞ ваговий простiр Lp,g(0,∞) визначається як множина
вимiрних функцiй f(x) на (0,∞) iз скiнченною квазинормою (0 < p < 1) або
нормою (1 ≤ p <∞)

‖f‖p,g =


∞̂

0

|f(t)|pg(t)dt


1
p

.

Позначимо через S(Rn) простiр дiйсних вимiрних функцiй на Rn i f ∗(t) -
незростаючу перестановку модуля функцiї f(x) ∈ S(Rn).

Нехай a ∈ (0,∞) i φ(t) - неспадаюча абсолютно неперервна функцiя на пiвпря-
мiй (0,∞) така, що φ(0) = 0. Простiр Лоренца Λφ,a(Rn) складаєтсья з функцiй

f(x) ∈ S(Rn), для яких скiнченна квазинорма ‖f‖Λφ,a
=

{∞́
0

(f ∗(t))adφ(t)

} 1
a

у

випадку φ(t) 6= signt, 0 < a < ∞, або квазинорма ‖f‖Λφ,∞
= sup

0<t<∞
f ∗(t)φ(t), якщо

a =∞. Будемо позначати Λφ,a(Rn) символом Λφ(Rn), якщо a = 1. У випадку, коли
φ(t) = signt, простiр Λφ,∞(Rn) спiвпадає з простором L∞(Rn).

Нехай функцiї φ0(t), φ1(t) ∈ Φ такi, що φ(t) 6= signt i φ0(t)
φ1(t)

зростає на (0,∞).
Простiр Λφ0(Rn) + Λφ1(Rn) складається з функцiй f(x) ∈ S(Rn), для яких сума
1́

0

f ∗(t)dφ0(t) +
∞́

1

f ∗(t)dφ1(t) скiнченна. Якщо φ1(t) = signt i виконується умова

sup
0<u<1

(Mφ0(u)(1− lnu)) ≤ 1, то через Λφ0(Rn)+L∞1(Rn) позначається простiр таких

функцiй f(x) ∈ S(Rn), що
1́

0

f ∗(t)dφ0(t) +
∞́

1

f ∗(t)t−1dt <∞.
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Далi будемо вважати, що функцiї φ0(t), φ1(t), ψ0(t), ψ1(t) ∈ Φ, φ0(t)
φ1(t)

зростає на
(0,∞), область значень φ0(t)

φ1(t)
спiвпадає з областю значень ψ0(t)

ψ1(t)
i m(t) - вимiрний

додатний розв’язок рiвняння

φ0(m(t))

φ1(m(t))
=
ψ0(t)

ψ1(t)
. (2)

Квазилiнiйний оператор T називається оператором слабкого типу
(φ0, ψ0, φ1, ψ1), якщо знайдеться таке C > 0, що для довiльної f(x) ∈
Λφ0(Rn) + Λφ1(Rn) i t > 0 виконується нерiвнiсть

(Tf ∗)(t) ≤ C

(ψ0(t))−1

m(t)ˆ

0

f ∗(u)dφ0(u) + (ψ1(t))−1

∞̂

m(t)

f ∗(u)dφ1(u)

 ,

коли φ1(t) 6= signt, або нерiвнiсть

(Tf ∗)(t) ≤ C

(ψ0(t))−1

m(t)ˆ

0

f ∗(u)dφ0(u) + (ψ1(t))−1

∞̂

m(t)

f ∗(u)u−1du

 ,

коли φ1(t) = signt i sup
0<u<1

(Mφ0(u)(1− lnu)) ≤ 1.

Нехай φ(t) ∈ Φ, для довiльного t > 0 i будь-якої невiд’ємної незростаючої на
(0,∞) функцiї g(t) покладемо:

Aφg(t) = [φ(t)]−1

tˆ

0

g(u)dφ(u), φ(t) 6= signt;

Bφg(t) =


[φ(t)]−1

∞́

t

g(u)dφ(u), φ(t) 6= signt,

∞́

t

g(u)u−1du, φ(t) = signt;

Cφg(t) = [φ(t)]−1 sup
0<u≤t

(φ(u)g(u)).

У роботi через C1, C2, . . . позначаються додатнi константи, що залежать вiд
несуттєвих параметрiв (рiзнi у рiзних теоремах).

3. Вiдомi результати.

Для доведення теорем 4 - 7 нам знадобляться теореми 1-3, доведенi у роботi
[11].
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Теорема 1. Нехай 0 < b ≤ a ≤ 1, φ̃(t) ∈ Φ, φ̃(t) 6= signt, функцiї g1(t) i g2(t) -

невiд’ємнi, локально iнтегровнi на (0,∞) i виконується умова
∞́

1

[φ̃(t)]−ag1(t)dt <

∞. Якщо величина

γ(φ̃, g1, g2, a, b) = sup
0<t<∞

{
t́

0

g1(z)dz + φ̃a(t)
∞́

t

[
φ̃(z)

]−a
g1(z)dz

} 1
a

{
t́

0

g2(z)dz

} 1
b

є скiнченною, то для довiльної незростаючої невiд’ємної функцiї f(t) iз простору
Lb,g2(0,∞) з вагою g2(t) виконується точна нерiвнiсть

∞̂

0

[(
Aφ̃f

)
(t)
]a
g1(t)dt


1
a

≤ γ(φ̃, g1, g2, a, b)


tˆ

0

f b(t)g2(t)dt


1
b

.

Теорема 2. Нехай 0 < b ≤ a ≤ 1, φ̃(t) ∈ Φ, φ̃(t) 6= signt, функцiї g1(t) i g2(t) -

невiд’ємнi, локально iнтегровнi на (0,∞) i виконується умова
1́

0

[φ̃(t)]−ag1(t)dt <

∞. Якщо величина

δ(φ̃, g1, g2, a, b) = sup
0<t<∞

{
t́

0

[φ̃(t)− φ̃(z)]a[φ̃(z)]−ag1(z)dz

} 1
a

{
t́

0

g2(z)dz

} 1
b

є скiнченною, то для довiльної незростаючої невiд’ємної функцiї f(t) iз простору
Lb,g2(0,∞) виконується точна нерiвнiсть

∞̂

0

[(
Bφ̃f

)
(t)
]a
g1(t)dt


1
a

≤ δ(φ̃, g1, g2, a, b)


∞̂

0

f b(t)g2(t)dt


1
b

.

Теорема 3. Нехай 0 < b ≤ a ≤ 1, φ̃(t) = signt, функцiї g1(t) i g2(t) - невiд’ємнi,

локально iнтегровнi на (0,∞) i виконується умова
1́

0

lna t
z
g1(z)dz < ∞. Якщо

величина

η(g1, g2, a, b) = sup
0<t<∞




tˆ

0

[
ln
t

z

]a
g1(z)dz


1
a


tˆ

0

g2(z)dz


− 1
b


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є скiнченною, то для довiльної незростаючої невiд’ємної функцiї f(t) iз простору
Lb,g2(0,∞) виконується точна нерiвнiсть

∞̂

0

[(
Bφ̃f

)
(t)
]a
g1(t)dt


1
a

≤ η(g1, g2, a, b)


∞̂

0

f b(t)g2(t)dt


1
b

.

4. Отриманi результати.

Доведемо основнi теореми статтi.

Теорема 4. Нехай 0 < b ≤ a ≤ 1, a ∈ (0, 1], функцiї φ0(t), φ1(t), ψ0(t), ψ1(t)

iз множини Φ такi, що δφ1 < γφ0, φ1(t) 6= signt, φ0(t)
φ1(t)

зростає, ψ0(t)
ψ1(t)

зростає або
спадає, областi значень функцiй φ0(t)

φ1(t)
i ψ0(t)
ψ1(t)

спiвпадають.

Нехай h(t) - неперервна функцiя iз множини LM така, що
1́

0

dt
th(t)

= ∞,

∞́

1

dt
th(t)

< ∞ i φ(t) =

(
t́

0

[φ1(t)− φ1(u)]a
φa0(u)

φa1(u)
du

uh(u)
+

t́

0

φa0(u) du
uh(u)

+ φa0(t)
∞́

t

du
uh(u)

) b
a

,

t ∈ (0,∞).
Якщо

sup
0<t<∞

[
t́

0

[φ1(t)− φ1(u)]a
φa0(u)

φa1(u)
du

uh(u)
+

t́

0

φa0(u) du
uh(u)

+ φa0(t)
∞́

t

du
uh(u)

] 1
a

φ
1
b (t)

<∞

i T - квазилiнiйний оператор слабкого типу (φ0, ψ0, φ1, ψ1), то iснує така
константа C1 > 0, що для усiх функцiй f(x) ∈ Λφ,b(Rn) виконується нерiвнiсть ∞̂

0

(ψ0(m−1(t))(Tf)∗(m−1(t)))a
dt

th(t)

 1
a

≤ C1

 ∞̂
0

(f ∗(t))bdφ(t)

 1
b

.

Доведення. Спочатку вiдмiтимо, що з умови теореми 4

sup
0<t<∞

[
t́

0

[φ1(t)− φ1(u)]a
φa0(u)

φa1(u)
du

uh(u)
+

t́

0

φa0(u) du
uh(u)

+ φa0(t)
∞́

t

du
uh(u)

]
| 1a

φ
1
b (t)

<∞

випливає виконання умов теореми 1 (теореми 1 iз [11]) для функцiй φ̃(t) = φ0(t),
g1(t) =

φa0(t)

th(t)
, g2(t) = φ′(t) i теореми 2 (теореми 2 iз [11]) для φ̃(t) = φ1(t) i тих самих

функцiй g1(t) i g2(t).
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Тодi з цих теорем i задання φ(t) для будь-якої функцiї f(x) ∈ Λφ,b(Rn) маємо:

 ∞̂
0

([Aφ0 +Bφ1 ] f ∗(t))a φa0(t)
dt

th(t)

 1
a

≤

 ∞̂
0

(Aφ0f
∗(t))a φa0(t)

dt

th(t)
+

∞̂

0

(Bφ1f
∗(t))a φa0(t)

dt

th(t)

 1
a

≤

 ∞̂
0

 tˆ

0

f ∗(u)dφ0(u)

a

dt

th(t)
+

 tˆ

0

f ∗(u)dφ1(u)

a

φa0(t)dt

φa1(t)th(t)


1
a

≤ C2

 ∞̂
0

(f ∗(t))b φ′(t)dt

 1
b

.

(3)

Так як iнтеграли
t́

0

f ∗(t)dφ0(t),
∞́

t

f ∗(t)dφ1(t) збiгаються при будь-якому t ∈ (0,∞),

то f(x) ∈ Λφ0(Rn) + Λφ1(Rn). Якщо T - оператор слабкого типу (φ0, ψ0, φ1, ψ1), то
iз роботи маємо, що для довiльної функцiї f(x) ∈ Λφ0(Rn) + Λφ1(Rn) виконується
або нерiвнiсть

ψ0(t) ([Cψ0 +Dψ1 ] (Tf ∗)(t)) ≤ C3φ0(t) ([Aψ0 +Bψ1 ] f ∗(m(t))) (4)

у випадку, коли ψ0(t)
ψ1(t)

зростає, або нерiвнiсть

ψ0(t) ([Cψ1 +Dψ0 ] (Tf ∗)(t)) ≤ C3φ0(t) ([Aψ0 +Bψ1 ] f ∗(m(t))) , (5)

якщо ψ0(t)
ψ1(t)

спадає.
Враховуючи, що (Tf)∗(t) ≤ Cψi(Tf)∗(t), (Tf)∗(t) ≤ Dψi(Tf)∗(t), i = 1, 2, для

довiльного t > 0, то з нерiвностей (4), (5), (3) отримуємо твердження теореми.
Теорему 4 доведено.

Теорема 5. Нехай 0 < b ≤ a ≤ 1, a ∈ (0, 1], функцiї φ0(t), φ1(t), ψ0(t), ψ1(t)

iз множини Φ такi, що δφ1 < γφ0, φ1(t) 6= signt, φ0(t)
φ1(t)

зростає, ψ0(t)
ψ1(t)

зростає або
спадає, областi значень функцiй φ0(t)

φ1(t)
i ψ0(t)
ψ1(t)

спiвпадають.

Нехай h(t) - неперервна функцiя iз множини LM така, що
1́

0

dt
th(t)

< ∞,

∞́

1

dt
th(t)

=∞ i φ
a
b (t) = φa1(t)

t́

0

du
uh(u)

+ φa0(t)
∞́

t

φa1(u)

φa0(u)
du

uh(u)
, t ∈ (0,∞).

Якщо T - квазилiнiйний оператор слабкого типу (φ0, ψ0, φ1, ψ1), то iснує така
константа C4 > 0, що для усiх функцiй f(x) ∈ Λφ,b(Rn) виконується нерiвнiсть

 ∞̂
0

(ψ0(m−1(t))(Tf)∗(m−1(t)))a
dt

th(t)

 1
a

≤ C4

 ∞̂
0

(f ∗(t))bdφ(t)

 1
b

.
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Доведення. Спочатку вiдмiтимо, що для будь-якого φ1(t) ∈ Φ i t ∈ (0,∞)
виконуються нерiвностi

tˆ

0

(φ1(t)− φ1(u))a
du

uh(u)
≤ φa1(t)

tˆ

0

du

uh(u)
,

tˆ

0

φa1(t)
du

uh(u)
≤ φa1(t)

tˆ

0

du

uh(u)
.

Теорема 5 доводиться за допомогою тих самих мiркувань, що i для теореми 4. Iз
задання функцiї φ(t) випливає, що

sup
0<t<∞

[
t́

0

[φ1(t)− φ1(u)]a du
uh(u)

+
t́

0

φa1(u) du
uh(u)

+ φa0(t)
∞́

t

φa1(u)

φa0(u)
du

uh(u)

] 1
a

φ
1
b (t)

<∞.

Тодi нерiвнiсть, вiрну для будь-якої функцiї f(x) ∈ Λφ,b(Rn), ∞̂
0

([Aφ0 +Bφ1 ] f ∗(t))a φa1(t)
dt

th(t)

 1
a

≤ C5

 ∞̂
0

(f ∗(t))b dφ(t)

 1
b

(6)

отримуємо за допомогою теорем 1 i 2 (теорем 1, 2 iз [11]), застосованих вiдповiдно
до функцiй φ̃(t) = φ0(t), g1(t) =

φa1(u)

uh(u)
, g2(t) = φ′(t) i для φ̃(t) = φ1(t), g1(t) =

φa1(u)

uh(u)
,

g2(t) = φ′(t). З умови теореми маємо для довiльного t ∈ (0,∞): ∞̂
0

(Aφ0f
∗(t))a φa1(t)

dt

th(t)

 1
a

≤ C6

 ∞̂
0

(f ∗(t))b dφ(t)

 1
b

, (7)

 ∞̂
0

(Bφ1f
∗(t))a φa1(t)

dt

th(t)

 1
a

≤ C7

 ∞̂
0

(f ∗(t))b dφ(t)

 1
b

. (8)

Далi, застосовуючи нерiвностi (Tf)∗(t) ≤ Cψi(Tf)∗(t), (Tf)∗(t) ≤ Dψi(Tf)∗(t), i =
1, 2, вiрнi для довiльного t > 0, i (4), (5), (6), отримаємо доведення теореми 5.

Теорема 6. Нехай 0 < b ≤ a ≤ 1, a ∈ (0, 1], φ1(t) = signt i функцiї φ0(t),
ψ0(t), ψ1(t) iз множини Φ такi, що γφ0 > 0, функцiя ψ0(t)

ψ1(t)
зростає або спадає i її

множиною значень є (0,∞).

Нехай h(t) - неперервна функцiя iз множини LM така, що
1́

0

dt
th(t)

= ∞,

∞́

1

dt
th(t)

<∞ i φ
a
b (t) =

t́

0

φa0(u)lna t
u

du
uh(u)

+ φa0(t)
∞́

t

du
uh(u)

, t ∈ (0,∞).

Якщо T - квазилiнiйний оператор слабкого типу (φ0, ψ0, φ1, ψ1), то iснує така
константа C8 > 0. що для будь-якої функцiї f ∈ Λφ,b(Rn) виконується нерiвнiсть ∞̂

0

(
ψ0(m−1(t))(Tf)∗(m−1(t))

)a dt

th(t)

 1
a

≤ C8

 ∞̂
0

(f ∗(t))b dφ(t)

 1
b

.
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Доведення. Спочатку вiдмiтимо, що для довiльного t ∈ (0,∞) виконується
нерiвнiсть

tˆ

0

φa0(u)
du

uh(u)
≤

tˆ

0

φa0(u)lna
t

u

du

uh(u)
,

з якої випливає виконання умови

sup
0<t<∞

[
t́

0

φa0(u)lna t
u

du
uh(u)

+
t́

0

φa0(u) du
uh(u)

+ φa0(t)
∞́

t

du
uh(u)

] 1
a

φ
1
b (t)

<∞.

Доведення теореми 6 повторює доведення теореми 4 iз тою рiзницею, що при
встановленнi нерiвностi ∞̂

0

([Aφ0 +Bφ1 ] f ∗(t))a φa0(t)
dt

th(t)

 1
a

≤ C9

 ∞̂
0

(f ∗(t))b dφ(t)

 1
b

для будь-якої функцiї f(x) ∈ Λφ,b(Rn) замiсть теореми 2 використовується
теорема 3 (теорема 3 iз [11]), в умовах якої φ̃(t) = signt, g1(t) =

φa0(u)

uh(u)
, g2(t) = φ′(t).

Для оператора Aφ0 маємо таку саму оцiнку, як i у теоремi 4, для оператора Bφ1

отримуємо: ∞̂
0

(Bφ1f
∗(t))a φa0(t)

dt

th(t)

 1
a

≤

 ∞̂
0

 ∞̂

t

f ∗(u)
du

u

a

φa0(t)
dt

th(t)


1
a

≤ C10

 ∞̂
0

(f ∗(t))b dφ(t)

 1
b

.

Нерiвнiсть з умови теореми 3, sup
0<u<1

(Mφ0(u)(1− lnu)) ≤ 1, виконується, тому що

γφ0 > 0. Теорему 6 доведено.

Теорема 7. Нехай 0 < b ≤ a ≤ 1, a ∈ (0, 1], φ1(t) = signt i функцiї φ0(t),
ψ0(t), ψ1(t) iз множини Φ такi, що γφ0 > 0, функцiя ψ0(t)

ψ1(t)
зростає або спадає i

її множиною значень є (0,∞). Нехай h(t) - неперервна функцiя iз множини LM

така, що
1́

0

lna 1
t

dt
th(t)

<∞,
∞́

1

dt
th(t)

=∞ i

φ
a
b (t) =

tˆ

0

lna
t

u

du

uh(u)
+ φa0(t)

∞̂

t

1

φa0(u)

du

uh(u)
, t ∈ (0,∞).

Якщо T - квазилiнiйний оператор слабкого типу (φ0, ψ0, φ1, ψ1), то iснує така
константа C11 > 0, що для усiх функцiй f(x) ∈ Λφ,b(Rn) виконується нерiвнiсть ∞̂

0

(
ψ1(m−1(t))(Tf)∗(m−1(t))

)a dt

th(t)

 1
a

≤ C11

 ∞̂
0

(f ∗(t))bdφ(t)

 1
b

.
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Доведення. Для будь-якого t ∈ (0,∞) виконується нерiвнiсть

tˆ

0

du

uh(u)
≤

tˆ

0

lna
t

u

du

uh(u)
,

iз якої випливає виконання умови

sup
0<t<∞

[
t́

0

lna t
u

du
uh(u)

+
t́

0

du
uh(u)

+ φa0(t)
∞́

t

du
uh(u)

] 1
a

φ
1
b (t)

<∞.

Доведення теореми 7 проводиться за тiєю ж схемою, що i доведення теореми 5.
При встановленнi нерiвностi ∞̂

0

([Aφ0 +Bφ1 ] f ∗(t))a φa1(t)
dt

th(t)

 1
a

≤ C12

 ∞̂
0

(f ∗(t))b dφ(t)

 1
b

для будь-якої функцiї f(x) ∈ Λφ,b(Rn) спочатку застосовується теорема 1 (теорема
1 iз [11]) при умовi, що φ̃(t) = φ0(t), g1(t) = 1

uh(u)
, g2(t) = φ′(t), а потiм замiсть

теореми 2 використовується теорема 3 (теорема 3 iз [11]), коли φ̃(t) = φ1(t), g1(t) =
1

uh(u)
, g2(t) = φ′(t). Виконання у теоремi 3 нерiвностi sup

0<u<1
(Mφ0(u)(1− lnu)) ≤ 1,

випливає iз того факту, що γφ0 > 0. Тодi отримуємо при заданих в умовi φ1(t) =
signt i φ(t) доведення теореми 7.

Зауваження. Для квазилiнiйних операторiв слабкого типу (p0, q0, p1, q1), де 0 <
p0 < p1 ≤ ∞, 0 < q0, q1 ≤ ∞, заданих на сумi просторiв Лоренца Lp0,1 + Lp1,1,
iнтерполяцiя розглядалася у [7] у випадку, коли 1 ≤ a < b ≤ ∞, а α+ 1

a
= β+ 1

b
> 0

або α + 1
a

= β + 1
b
< 0. Цей випадок iнтерполяцiї у [7] названо граничним.
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