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Критерiй елемента найкращого
несиметричного наближення функцiй
багатьох змiнних у просторах Lp1,...,pn

Дослiджено питання характеризацiї елемента найкращого несиметричного
наближення для функцiй багатьох змiнних у просторах зi змiшаною iнтегральною
метрикою. Одержано критерiй елемента найкращого несиметричного наближення у
вказаних просторах.

Ключовi слова: змiшана iнтегральна метрика, елемент найкращого наближення, несимет-
рична норма.

Исследованы вопросы характеризации элемента наилучшего несимметричного
приближения для функций многих переменных в пространствах со смешанной
интегральной метрикой. Получен критерий элемента наилучшего несимметричного
приближения в указанных пространствах.

Ключевые слова: смешанная интегральная метрика, элемент наилучшего приближения,
несимметричная норма.

The questions of the characterization of the best nonsymmetric approximant for the
multivariable functions in spaces with mixed integral metric were considered in this
article. The criterion of best nonsymmetric approximant in these spaces is obtained.

Key words: mixed integral metric, the best nonsymmetric approximant, nonsymmetric norm.
Нехай K = I1 × I2 × . . . × In, де Ii = [ai, bi], 1 ≤ i ≤ n — n−вимiрний

паралелепiпед.
Для вектора p̄ = (p1, p2, . . . , pn), 1 ≤ pi < ∞, 1 ≤ i ≤ n через Lp̄ = Lp̄(K)

будемо позначати простiр сумовних на K функцiй n змiнних f(x) = f(x1, . . . , xn)
з нормою

‖f‖p̄ = ‖f‖p1,...,pn =

ˆ
In

. . .

ˆ
I2

ˆ
I1

|f(x)|p1dx1


p2
p1

dx2


p3
p2

. . . dxn


1
pn

.

Покладемо

|f |pk,...,pi =


ˆ

Ii

. . .

 ˆ
Ik+1

ˆ
Ik

|f(x)|pkdxk


pk+1
pk

dxk+1


pk+2
pk+1

. . . dxi


1
pi

,
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де 1 ≤ k < n, 1 < i ≤ n.
Введемо також до розгляду класи Lp1,...,pn (де хоча б одне pi =∞) функцiй f ,

скiнченнi норми яких визначають за формулами

‖f‖p1,...,pn−1,∞ = ess sup
xn∈In

|f |p1,...,pn−1 ,

‖f‖p1,...,pi−1,∞,pi+1,...,pn =

=

ˆ
In

. . .

 ˆ
Ii+1

(
ess sup

xi∈Ii
|f |p1,...,pi−1

)pi+1

dxi+1


pi+2
pi+1

. . . dxn


1
pn

,

де 1 ≤ i < n.
Якщо 0 < α, β <∞, для f(x) покладемо

f+(x) = max{f(x), 0}, f−(x) = max{−f(x), 0},

sgnα,βf(x) = α · sgnf+(x)− β · sgnf−(x),

|f |α,β = α · f+ + β · f−.

Визначиммо у просторi Lp̄ несиметричну норму:

‖f‖p̄;α,β =

ˆ
In

· · ·

ˆ
I2

ˆ
I1

|f(x)|p1

α,βdx1


p2
p1

dx2


p3
p2

· · · dxn


1
pn

,

а також покладемо

|f |pk,...,pi;α,β =


ˆ

Ii

. . .

 ˆ
Ik+1

ˆ
Ik

|f(x)|pkα,βdxk


pk+1
pk

dxk+1


pk+2
pk+1

. . . dxi


1
pi

,

де 1 ≤ k < n, 1 < i ≤ n.
Нехай Hm = span{ϕ1, . . . , ϕm} для деякої системи лiнiйно незалежних функцiй

{ϕ1, . . . , ϕm} ⊂ Lp̄. Тодi елементи множини Hm (полiноми Pm) подають у виглядi

Pm =
m∑
k=1

λkϕk.

Для f ∈ Lp̄ величину

Em(f)p̄;α,β = inf
Pm∈Hm

‖f − Pm‖p̄;α,β (1)
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будемо називати найкращим (α, β)-наближенням функцiї f у просторi Lp̄
множиною Hm. Полiном P ∗m, який реалiзує inf у правiй частинi (1), називають
елементом найкращого (α, β)-наближення функцiї f множиною Hm.

У 1973 р. Г.С. Смирнов у роботi [3] сформулював i довiв критерiй полiнома
найкращого наближення у просторах зi змiшаною iнтегральною метрикою для
функцiй двох змiнних. Цей результат у [5] узагальнила на випадок несиметричної
норми В.М. Трактинська. У роботi [6] В.М. Трактинська узагальнила результат
Г.С. Смирнова на випадок функцiй багатьох змiнних. У данiй статтi вказаний
результат поширюється на випадок найкращого несиметричного наближення
функцiй багатьох змiнних.

Наведемо деякi твердження, на якi ми будемо спиратись у ходi доведення
основного результату роботи. Викладену нижче теорему довiв С.М. Нiкольський
[4].

Теорема 1. 1) Якщо x, x1, . . . , xm — елементи лiнiйного нормованого простору
X, то

inf
λk

∥∥∥∥∥x−
m∑
k=1

λkxk

∥∥∥∥∥ = sup
‖F‖≤1,F (xk)=0

F (x), (2)

де inf поширюється на будь-якi системи чисел λk, а sup — на будь-якi
функцiонали, визначенi на X з ‖F‖ ≤ 1, що задовольняють рiвностi F (xk) = 0.
2) Якщо для елемента x iснує лише один функцiонал F0, ‖F0‖ ≤ 1, для якого
F0(x) = ‖x‖ i лiва частина (2) досягає точної нижньої межi, коли λk = 0
(k = 1, . . . ,m), то F0(xk) = 0 для усiх k = 1, . . . ,m.

Враховуючи загальний вигляд лiнiйного неперервного функцiонала в просторi
Lp̄, отримуємо ще одне твердження.

Наслiдок 1.

Em(f)p̄;α,β = sup
g

ˆ

K

f(x)g(x)dx,

де sup поширюється на всi g ∈ Lq̄ з ‖g‖q̄;α−1,β−1 ≤ 1, g⊥Hm, 1
pi

+ 1
qi

= 1 (1 ≤ i ≤ n).

Лема 1. Для будь-якої пари функцiй f ∈ Lp̄ i g ∈ Lq̄, де 1
pi

+ 1
qi

= 1 (1 ≤ i ≤ n),

ˆ

K

f(x)g(x)dx ≤ ‖f‖p̄;α,β‖g‖q̄;α−1,β−1 . (3)

Рiвнiсть у (3) виконується тодi i тiльки тодi, коли

|g(x)|α−1,β−1 = C |f |p1−1
α,β |f |

p2−p1

p1;α,β · · · |f |
pn−pn−1

p1,...,pn−1;α,β , (4)

де C = const, C > 0, 1 ≤ pi, qi <∞, 1 ≤ i ≤ n.
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Доведення. Зауважимо, що завжди

sgnα,βf(x) · sgnα−1,β−1f(x) ≡ 1,

i для будь-яких функцiй f(x), g(x), h(x) ∈ L1̄ (h(x) > 0)

ˆ

K

h(x)f(x)sgnα,βg(x)dx ≤
ˆ

K

h(x)f(x)sgnα,βf(x)dx.

Звiдки для f ∈ Lp̄ i g ∈ Lq̄, застосовуючи нерiвнiсть Гьольдера для iнтегралiв,
отримаємо

ˆ

K

f(x)g(x)dx =

ˆ

K

f(x)sgnα,βf(x)g(x)sgnα−1,β−1f(x)dx ≤

≤
ˆ

K

f(x)sgnα,βf(x)g(x)sgnα−1,β−1g(x)dx =

=

ˆ
In

· · ·

ˆ
I2

ˆ
I1

|f(x)|α,β |g(x)|α−1,β−1 dx1

 dx2

 · · · dxn
 ≤

≤

ˆ
In

· · ·

ˆ
I2

ˆ
I1

|f(x)|p1

α,β dx1

 1
p1

ˆ
I1

|g(x)|q1α−1,β−1 dx1

 1
q1

dx2

 · · · dxn
 ≤ . . .

≤ ‖f‖p̄;α,β‖g‖q̄;α−1,β−1 .

Тим самим ми довели (3). Спiввiдношення (4) обумовлeне необхiдною та
достатньою умовою виконання рiвностi в нерiвностi Гьольдера. Tвердження леми
доведено.

Лема 2. Якщо f ∈ Lp̄ (1 < pi <∞), то

sup
‖g‖q̄;α−1,β−1≤1

ˆ

K

f(x)g(x)dx = ‖f‖p̄;α,β, (5)

причому точна верхня межа досягається тiльки на функцiї

g∗(x) = ‖f‖1−pn
p̄;α,β |f |

p1−1 |f |p2−p1

p1;α,β · · · |f |
pn−pn−1

p1,...,pn−1;α,β sgnαp1 ,βp1f(x). (6)

Доведення. Той факт, що

sup
‖g‖q̄;α−1,β−1≤1

ˆ

K

f(x)g(x)dx ≤ ‖f‖p̄;α,β
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одразу випливає з леми 1.
Покажемо тепер, що для визначеної в (5) функцiї мають мiсце рiвностi

‖g∗‖q̄;α−1,β−1 = 1,

ˆ

K

f(x)g∗(x)dx = ‖f‖p̄;α,β. (7)

Зауважимо, з означення функцiї g∗ випливає, що sgng∗(x) = sgnf(x), а отже,
sgnα−1,β−1f(x) = sgnα−1,β−1g∗(x).

Тодi

|g∗|α−1,β−1 = ‖f‖1−pn
p̄;α,β ·

∣∣∣|f |p1−1sgnαp1 ,βp1f |f |
p2−p1

p1;α,β · · · |f |
pn−pn−1

p1,...,pn−1;α,βsgnα−1,β−1f
∣∣∣ =

= ‖f‖1−pn
p̄;α,β |f |

p1−1
α,β |f |

p2−p1

p1;α,β · · · |f |
pn−pn−1

p1,...,pn−1;α,β.

Зважаючи на це, будемо мати

‖f‖pn−1
p̄;α,β‖g

∗‖q̄;α−1,β−1 =

=


ˆ

In

· · ·

ˆ
I2

ˆ
I1

∣∣∣|f |p1−1
α,β |f |

p2−p1

p1;α,β · · · |f |
pn−pn−1

p1,...,pn−1;α,β

∣∣∣q1 dx1


q2
q1

dx2


q3
q2

· · · dxn


1
qn

.

Зазначимо, що оскiльки 1
pi

+ 1
qi

= 1, 1 ≤ i ≤ n, то

ˆ
I1

∣∣|f |p1−1
α,β |f |

p2−p1

p1;α,β

∣∣q1 dx1


q2
q1

=

ˆ
I1

|f |(p1−1)q1
α,β dx1


q2
q1

· |f |(p2−p1)q2
p1;α,β =

=

ˆ
I1

|f |p1

α,βdx1


q2
q1

|f |(p2−p1)q2
p1;α,β = |f |

p1q2
q1
p1;α,β|f |

(p2−p1)q2
p1;α,β = |f |p2

p1;α,β.

Далi аналогiчно до попереднього отримаємоˆ
I2

|f |p2

p1;α,βdx2


q3
q2

|f |(p3−p2)q3
p1,p2;α,β = |f |p3

p1,p2;α,β.

Продовжуючи, отримаємо, що

‖f‖pn−1
p̄;α,β‖g

∗‖q̄;α−1,β−1 = ‖f‖
pn
qn

p̄;α,β = ‖f‖pn−1
p̄;α,β ,
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звiдки
‖g∗‖q̄;α−1,β−1 = 1.

Тепер покажемо, що правдива рiвнiсть (7).
ˆ

K

f(x)g∗(x)dx = ‖f‖1−pn
p̄;α,β

ˆ

K

f(x) |f |p1−1 |f |p2−p1

p1;α,β · · · |f |
pn−pn−1

p1,...,pn−1;α,β sgnαp1 ,βp1f(x)dx =

= ‖f‖1−pn
p̄;α,β

ˆ

K

|f |p1

α,β|f |
p2−p1

p1;α,β · · · |f |
pn−pn−1

p1,...,pn−1;α,βdx.

Обчислимо
ˆ

I1

|f |p1

α,β|f |
p2−p1

p1;α,βdx1 =

ˆ

I1

|f |p1

α,βdx1|f |p2−p1

p1;α,β = |f |p1

p1;α,β|f |
p2−p1

p1;α,β = |f |p2

p1;α,β.

Продовжуючи далi, встановимо, що
ˆ

K

f(x)g∗(x)dx = ‖f‖1−pn
p̄;α,β

ˆ

In

|f |pnp1,...pn−1;α,βdxn = ‖f‖1−pn
p̄;α,β‖f‖

pn
p̄;α,β = ‖f‖p̄;α,β.

Так, ми довели (7), а отже, i (5) доведено.
Тепер покажемо, що функцiя g∗ – єдина, що реалiзує точну верхню межу в (5).

Припустимо, що iснує iнша функцiя g0(x), що реалiзує точну верхню межу в (5).
Тодi за (5) i лемою 1 мають мiце спiввiдношення

‖f‖p̄;α,β =

ˆ

K

f(x)g0(x)dx ≤
ˆ

K

|f(x)g0(x)|dx ≤ ‖f‖p̄;α,β‖g0‖q̄;α−1,β−1 ≤ ‖f‖p̄;α,β.

Отже, всюди повиннi бути знаки рiвностi. Звiдки ‖g0‖q̄;α−1,β−1 = 1, майже скрiзь
на K sgng0(x) = sgnf(x), i, враховуючи (4), отримуємо

|g0(x)|α−1,β−1 = C|f |p1−1
α,β |f |

p2−p1

p1;α,β · · · |f |
pn−pn−1

p1,...,pn−1;α,β.

Отже, майже скрiзь на K

g0(x) = C |f |p1−1 |f |p2−p1

p1;α,β · · · |f |
pn−pn−1

p1,...,pn−1;α,β sgnαp1 ,βp1f(x),

де C = ‖f‖1−pn
p̄;α,β .

Таким чином, g0(x) = g∗(x) майже скрiзь на K. Це означає, що фунцiя g∗, яка
реалiзує точну верхню межу в (5), єдина з точнiстю до множини мiри нуль.

Лему доведено.

Сформулюємо i доведемо тепер основний результат.
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Теорема 2. Нехай 1 < pi <∞, 1 ≤ i ≤ n. Для того щоб полiном P ∗m ∈ Hm був
елемeнтом найкращого (α, β)-наближення у просторi Lp̄(K) для функцiї f /∈ Hm,
необхiдно i достатньо виконання спiввiдношенняˆ

K

Pm(x)g(x)dx = 0, ∀Pm(x) ∈ Hm,

де

g(x) =


|f − P ∗m|

p1−1
α,β |f − P ∗m|

p2−p1

p1;α,β · · · |f − P ∗m|
pn−pn−1

p1,...,pn−1;α,β sgnα,β(f − P ∗m),

|f − P ∗m|p1,...,pn
6= 0,

0, |f − P ∗m|p1,...,pn
= 0.

Доведення. Достатнiсть. Нехай функцiя g(x) задовольняє умови теореми.
Покажемо, що тодi полiном P ∗m ∈ Hm є елементом найкращого (α, β)-наближення
у просторi Lp̄(K) для функцiї f /∈ Hm. Аналогiчно до доведення леми 2 маємо, що

‖g‖q̄;α−1β−1 = ‖f − P ∗m‖
pn−1
p̄;α,β (8)

i ˆ

K

f(x)g(x)dx =

ˆ

K

(f(x)− P ∗m(x))g(x)dx = ‖f − P ∗m‖
pn
p̄;α,β. (9)

За лемами 1, 2 i наслiдком 1 будемо мати
ˆ

K

f(x)g(x)dx ≤ ‖f‖p̄;α,β‖g‖q̄;α−1β−1 =

= sup
‖g‖q̄;α−1,β−1≤1

ˆ

K

f(x)g(x)dx · ‖f − P ∗m‖
pn−1
p̄;α,β =

= Em(f)p̄;α,β · ‖f − P ∗m‖
pn−1
p̄;α,β .

Порiвнюючи останню нерiвнiсть i (9), доходимо висновку, що

‖f − P ∗m‖p̄;α,β ≤ Em(f)p̄;α,β.

Це означає, що P ∗m(x) — полiном найкращого (α, β)-наближення у просторi
Lp̄(K) для функцiї f /∈ Hm.

Необхiднiсть. Нехай P ∗m(x) — полiном найкращого (α, β)-наближення у просторi
Lp̄(K) для функцiї f /∈ Hm.

Покладемо

h(x) =
g(x)

Epn−1
m (f)p̄;α,β

.

Враховуючи рiвнiсть (8) та вигляд функцiї g, отримуємо, що:
1)‖h‖q̄;α−1β−1 = 1;
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2)
´
K

(f(x)− P ∗m(x))h(x)dx = ‖f − P ∗m‖p̄;α,β = Em(f)p̄;α,β.

Але тодi з другої частини теореми 1 i леми 2 випливає, що для h(x), а разом з нею
i для g(x) виконується умова

ˆ

K

Pm(x)g(x)dx = 0, ∀Pm(x) ∈ Hm.

Теорему повнiстю доведено.
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