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Нерiвностi типу
Карлсона-Тайкова-Шадрiна в просторах
L2,r;α,β((−1, 1)) i L

2,e−t2
(R)

We consider the problem of finding sharp inequalities for the norms of derivatives of
the functions. This classical problem arises in Approximation Theory in the beginning
of XX century in works of E. Landau, J. Hadamard, G.H. Hardy and J. E. Littlewood.
A thorough overview of many known results and related problems can be found in
surveys [1, 2] and the book [3].

Recall that L2,r;α,β((−1, 1)), r ∈ N and α, β > −1, is the space of measurable functions
x : (−1, 1) → R such that ‖x‖2,r;α,β :=

´ 1

−1
|x(t)|2(1 − t)α+r(1 + t)β+r dt < ∞, and L2,e−t2 (R) is

the space of measurable functions x : R → R such that ‖x‖2,e−t2 :=
´ +∞
−∞ |x(t)|2e−t2 dt <

∞. S. Z. Rafalson [7], S. Z. Rafalson and I.V. Berdnikova [5] obtained analogues of
Hardy-Littlewood-Polya inequalities for the norms of derivatives of functions in spaces
L2,r;α,β((−1, 1)) and L2,e−t2 (R). Namely, they established sharp inequalities that estimate∥∥x(k)

∥∥
2,k;αβ

, k ∈ N and 0 < k < r, in terms of ‖x‖2,0;α,β and
∥∥x(r)

∥∥
2,r;α,β

, and sharp inequalities
that estimate

∥∥x(k)
∥∥

2,e−t2 in terms of ‖x‖2,e−t2 and
∥∥x(r)

∥∥
2,e−t2 .

In this paper we obtain the analogues of Taikov-Shadrin inequalities for the norms of
derivatives in spaces L2,r;α,β((−1, 1)) and L2,e−t2 (R). Namely, we obtain sharp inequalities
that estimate

∣∣x(k)(t0)
∣∣, t0 ∈ (−1, 1), k ∈ Z+ and k < r, in terms of ‖x‖2,0;α,β and

∥∥x(r)
∥∥

2,r;α,β
,

and sharp inequalities that estimate
∣∣x(k)(t0)

∣∣, t0 ∈ R, k ∈ Z+ and k < r, in terms of ‖x‖2,e−t2

and
∥∥x(r)

∥∥
2,e−t2 .

Key words: Carlson type inequality, Kolmogorov type inequality.
Получены новые точные средне-квадратичные и мультипликативные аналоги

неравенств Карлсона-Тайкова-Шадрина, которые оценивают значение производной
|x(k)(t0)| функции x ∈ Lr2,r;α,β((−1, 1)), α, β > −1 и r ∈ N, в точке t0 ∈ (−1, 1) порядка
k ∈ Z+ через L2,0;α,β((−1, 1))-норму функции x и L2,r;α,β((−1, 1))-норму её производной.
Аналогичные точные результаты получены также в пространстве L2,e−t2 (R).

Ключевые слова: Неравенства типа Карлсона, неравенства типа Колмогорова.
Отриманi новi точнi середньо-квадратичнi та мультиплiкативнi аналоги нерiв-

ностей Карлсона-Тайкова-Шадрiна, якi оцiнюють значення похiдної |x(k)(t0)| функ-
цiї x ∈ Lr2,r;α,β((−1, 1)), α, β > −1 та r ∈ N, в точцi t0 ∈ (−1, 1) порядку k ∈ Z+ через
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L2,0;α,β((−1, 1))-норму функцiї x i L2,r;α,β((−1, 1))-норму її похiдної порядку r. Анало-
гiчнi точнi нерiвностi отримано також для простору L2,e−t2 (R).

Ключовi слова: Нерiвностi типу Карлсона, нерiвностi типу Колмогорова.
MSC2010: Pri 41A17, Sec 26D10

1. Вступ

Нехай G – дiйсна вiсь R, iнтервал I := (−1, 1) або перiод T довжини 2π. Позна-
чимо через Lp(G) простiр вимiрних функцiй x : G→ R таких, що

‖x‖Lp(G) :=


( ˆ

G

|x(t)|pdt
) 1
p

, 1 6 p <∞,

esssup{|x(t)| : t ∈ G}, p =∞.

Для r ∈ N i 1 6 s 6 ∞ через Lrs(G) позначимо простiр функцiй x : G → R, для
яких x(r−1) локально абсолютно неперервна i x(r) ∈ Ls(G). Нехай також Lrp,s(G) :=
Lp(G) ∩ Lrs(G).

В 1934 р. Ф. Карлсон довiв [15], що для будь-якої послiдовностi дiйсних чисел
{ak}∞k=1, не всi члени якої є нулями, виконується непокращувана нерiвнiсть

( ∞∑
k=1

ak

)4

6 π2

∞∑
k=1

a2
k

∞∑
k=1

k2a2
k. (1.1)

Також вiн отримав iнтегральний аналог нерiвностi (1.1) – нерiвнiсть(ˆ ∞
0

x(t)dt
)4

6 π2

ˆ ∞
0

x2(t)dt

ˆ ∞
0

x2(t)t2dt, (1.2)

яка виконується для будь-якої вимiрної функцiї x : (0,+∞) → (0,+∞) такої, що
x ∈ L2((0,+∞)) та tx(t) ∈ L2((0,+∞)). Цi нерiвностi та їх рiзноманiтнi узагальнен-
ня знайшли численнi застосування у багатьох роздiлах математики. Iнтегральнi
узагальнення нерiвностi Карлсона були данi в [6]. Як узагальнення нерiвностей
Карлсона можна розглядати нерiвностi типу Колмогорова. Нагадаємо, що нерiв-
ностями типу Колмогорова називаються нерiвностi, що оцiнюють норму промiжної
похiдної функцiї через норму самої функцiї та норму її похiдної старшого порядку.
Дослiдження точних нерiвностей для норм похiдних розпочинається на початку
ХХ столiття в роботах Г.Г. Ґардi i Дж.I. Лiтлвуда, Е. Ландау i Ж. Адамара. Широ-
кий огляд вiдомих точних нерiвностей типу Колмогорова та їх застосувань можна
знайти в [3], [1] та [2].

Для функцiй x ∈ Lr2,2(G), де G = R або G = T, добре вiдома точна нерiв-
нiсть для норм похiдних, яка низивається точною нерiвнiстю Ґардi-Лiтлвуда-Полiа
(див. [17]):

‖x(k)‖L2(G) 6 ‖x‖
1− k

r

L2(G)‖x
(r)‖

k
r

L2(G). (1.3)
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Деякi аналоги нерiвностi (1.3) були встановленi у роботах С.З. Рафальсона [7] та
I.В. Бердникової i С.З. Рафальсона [5]. Сформулюємо отриманi ними результати.

Для α, β > −1 через L2,r;α,β(I) позначимо простiр вимiрних функцiй x : I → R
таких, що

‖x‖2,r;α,β :=
(ˆ 1

−1

x2(t)(1− t)α+r(1 + t)β+rdt
) 1

2
<∞.

Добре вiдомо (див. [9]), що система полiномiв Якобi {J (α,β)
k }∞k=0 є ортонормовним

базисом простору L2,0;α,β(I). Для зручностi, позначимо коефiцiєнти Фур’є-Якобi
функцiї x ∈ L2,0;α,β(I) таким чином:

c
(α,β)
k (x) =

ˆ 1

−1

x(t) J
(α,β)
k (t) (1− t)α(1 + t)βdt, k = 0, 1, . . . .

Нехай Lr2,r;α,β(I) – простiр функцiй x ∈ L2,0;α,β(I), для яких x(r−1) локально абсо-
лютно неперервна i x(r) ∈ L2,r;α,β(I).

Теорема А [7]. Нехай r ∈ N, s ∈ N∪{0} i 0 6 s 6 r−1. Припустимо, що функцiя
x ∈ Lr2,r;α,β(I) задовольняє умову

c
(α,β)
k (x) = 0, k = s, s+ 1, . . . , r − 1.

Тодi

‖x(s)‖2,s;α,β 6
( Γ(r + α + β + 1)

Γ(r + 1)Γ(2r + α + β + 1)

) s
2r×

×
(Γ(r + 1)Γ(r + α + β + s+ 1)

Γ(r − s+ 1)Γ(r + α + β + 1)

) 1
2‖x‖1− s

r
2,0;α,β‖x

(r)‖
s
r
2,r;α,β.

(1.4)

Нерiвнiсть (1.4) є точною, а знак рiвностi досягається на функцiї x∗ = J
(α,β)
r .

Важливим частинним випадком просторiв L2,r;α,β(I) є випадок α = β = 0.
Позначимо L2,r(I) := L2,r;0,0(I), Lr2,r(I) := Lr2,r;0,0(I) та ‖ · ‖2,r := ‖ · ‖2,r;0,0. Полiноми
Якобi {J (0,0)

k }∞k=0 також вiдомi як полiноми Лежандра [9].

Наслiдок Б [7]. Нехай r ∈ N, s ∈ N ∪ {0} i 0 6 s 6 r − 1. Припустимо, що
функцiя x ∈ Lr2,r(I) задовольняє умову

ck(x) = 0, k = s, s+ 1, . . . , r − 1.

Тодi виконується нерiвнiсть

‖x(s)‖2,s 6
( 1

Γ(2r + 1)

) s
2r
(Γ(r + s+ 1)

Γ(r − s+ 1)

) 1
2‖x‖1− s

r
2,0 ‖x(r)‖

s
r
2,r. (1.5)

Нерiвнiсть (1.5) є точною, а знак рiвностi досягається на функцiї x∗ = J
(0,0)
r .
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Нехай L2,e−t2 (R) – простiр вимiрних функцiй x : R→ R таких, що

‖x‖2,e−t2 :=
(ˆ +∞

−∞
x2(t) e−t

2

dt
) 1

2
<∞.

Вiдомо (див. [9]), що система полiномiв Ермiта {Hk}∞k=1 є ортонормовним базисом
простору L2,e−t2 (R). Позначимо коефiцiєнти Фур’є-Ермiта функцiї x ∈ L2,e−t2 (R)
через

ak(x) =

ˆ +∞

−∞
x(t)Hk(t)e

−t2dt, k = 0, 1, . . . .

Через Lr
2,e−t2

(R) позначимо простiр функцiй x : R → R, у яких x(r−1) — локаль-
но абсолютно неперервна та x(r) ∈ L2,e−t2 (R). Нехай Lr

2,2,e−t2
(R) = Lr

2,e−t2
(R) ∩

L2,e−t2 (R).

Теорема В [5]. Нехай r ∈ N, s ∈ N∪{0} i 0 6 s 6 r−1. Припустимо, що функцiя
x ∈ Lr

2,2,e−t2
(R) задовольняє умову

ak(x) = 0, k = s, s+ 1, . . . , r − 1. (1.6)

Тодi

‖x(s)‖2,e−t2 6
( (r!)1− s

r

(r − s)!

) 1
2‖x‖1− s

r

2,e−t2
‖x(r)‖

s
r

2,e−t2
. (1.7)

Нерiвнiсть (1.7) є точною, а знак рiвностi досягається на функцiї x∗ = Hr.

Нерiвностi для похiдних, якi безпосередньо узагальнюють нерiвностi Карлсо-
на є нерiвностi, отриманi Л.В. Тайковим [10] та А.Ю. Шадрiним [11]. Нагадаємо
нерiвнiсть Шадрiна. Для цього означимо

ηr,k =
( 2r

2k + 1

) 2k+1
4r
( 2r

2r − 2k − 1

) 2r−2k−1
4r

,

Cr,k(t) =
( ∞∑
n=1

t2k+1n2k

1 + t2rn2r

) 1
2
,

Cr,k = sup
t>0

Cr,k(t).

Теорема Г [11]. Нехай r ∈ N, k ∈ N ∪ {0} i 0 6 k 6 r − 1. Тодi для будь-якої
функцiї x ∈ Lr2(T) такої, що

´
T x(t)dt = 0, для k = 0, виконується непокращувана

нерiвнiсть

‖x(k)‖L∞(T) 6 ξr,k‖x‖
r−k− 1

2
r

L2(T) ‖x
(r)‖

k+1
2
r

L2(T), (1.8)

де ξr,k = π−
1
2ηr,kCr,k, π−

1
2 6 ξr,k 6 1.
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Зробимо декiлька зауважень. Спiввiдношення (1.8) є аналог нерiвностi
Л.В. Тайкова [10] для функцiй, визначених на R, з тiєю лише рiзницею, що у
випадку прямої в виразi для точної константи ξr,k замiсть iнтегральної суми Cr,k
стоїть вiдповiдний iнтеграл(ˆ ∞

0

t2k

1 + t2r
dt
) 1

2
= lim

t→0
Cr,k(t) =

√
π

2

(
r sin

(2k + 1

2r
π
))− 1

2
.

По друге, розглянемо функцiю g(t) =
∞∑
n=0

an cos (nt+ πk
2

), де {an}∞n=1 – послiдов-

нiсть невiд’ємних чисел. Тодi

‖g(k)‖L∞(T) =
∞∑
n=1

nk|an|, ‖g‖2
L2(T) = π

∞∑
n=1

a2
n, ‖g(r)‖2

L2(T) = π

∞∑
n=1

n2ra2
n,

i з нерiвностi (1.8) випливає:

∞∑
n=1

nkan 6 π
1
2 ξr,k

( ∞∑
n=1

a2
n

) r−k− 1
2

2r
( ∞∑
n=1

n2ra2
n

) k+1
2

2r
.

У випадку k = 0 i r = 1 остання нерiвнiсть i є нерiвнiстю Карлсона.
Основна мета даної роботи полягає у встановленнi аналогiв нерiвностей

Карлсона, Тайкова i Шадрiна у просторах Lr2,r;α,β(I) та Lr
2,2;e−t2

(R).

2. Нерiвностi типу Тайкова-Шадрiна в просторi L2,r;α,β(I)

В данному роздiлi отримаємо середньо-квадратичну i мультиплiкативну нерiв-
ностi типу Карлсона для функцiй з простору Lr2,r;α,β(I). Для n ∈ N ∪ {0} i r ∈ N
позначимо

γn,r,α,β =

0, n < r,(Γ(n+ 1)Γ(n+ α + β + r + 1)

Γ(n− r + 1)Γ(n+ α + β + 1)

) 1
2
, n > r.

Теорема 1. Нехай r ∈ N, k ∈ N ∪ {0}, 0 6 k 6 r − 1 i t0 ∈ (−1, 1). Тодi для
будь-якої функцiї x ∈ Lr2,r;α,β(I) та довiльного τ > 0 виконується нерiвнiсть:

|x(k)(t0)| 6
(
‖x‖2

2,0;α,β + τ‖x(r)‖2
2,r;α,β

) 1
2
( ∞∑
n=k

|Jα+k,β+k
n−k (t0)|2 γ2

n,k,α,β

1 + τ γ2
n,r,α,β

) 1
2
. (2.1)

Нерiвнiсть (2.1) є точною i обертається в рiвнiсть для функцiї

x∗ =
∞∑
n=k

γn,k,α,β |J (α+k,β+k)
n−k (t0)|

1 + τ γ2
n,r,α,β

J (α,β)
n . (2.2)
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Доведення. Нехай x ∈ Lr2,r;α,β(I). Тодi

x =
∞∑
n=0

c(α,β)
n (x) J (α,β)

n .

За узагальненою формулою Родрiга для полiномiв Якобi [9, с. 107]

x(k)(t0) =
∞∑
n=k

c(α,β)
n (x) γn,k,α,β J

(α+k,β+k)
n−k (t0), (2.3)

а за рiвнiстю Парсеваля (див. [8, Лемма 4]),

‖x‖2
2,0;α,β =

∞∑
n=0

(c(α,β)
n (x))2, ‖x(r)‖2

2,r;α,β =
∞∑
n=r

(c(α,β)
n (x))2 γ2

n,r,α,β. (2.4)

Слiдуючи [17, c.367], для τ > 0 застосуємо нерiвнiсть Кошi-Буняковського:

|x(k)(t0)| = |
∞∑
n=k

c(α,β)
n (x) γn,k,α,β J

(α+k,β+k)
n−k (t0)| 6

∞∑
n=k

|c(α,β)
n (x)| γn,k,α,β |J (α+k,β+k)

n−k (t0)|

=
∞∑
n=k

|c(α,β)
n (x)| γn,k,α,β |J (α+k,β+k)

n−k (t0)|
(1 + τ γ2

n,r,α,β)
1
2

(1 + τ γ2
n,r,α,β)

1
2

6
( ∞∑
n=k

|c(α,β)
n (x)|2 + τ

∞∑
n=k

γ2
n,r,α,β|c(α,β)

n (x)|2)
1
2 (
∞∑
n=k

|J (α+k,β+k)
n−k (t0)|2 γ2

n,k,α,β

1 + τ γ2
n,r,α,β

) 1
2

6
(
‖x‖2

2,0;α,β + τ‖x(r)‖2
2,r;α,β

) 1
2
( ∞∑
n=k

|Jα+k,β+k
n−k (t0)|2 γ2

n,k,α,β

1 + τ γ2
n,r,α,β

) 1
2
.

Знак рiвностi матиме мiсце, коли

c(α,β)
n (x) =

0, 0 6 n 6 k − 1,
γn,k,α,β |J

(α+k,β+k)
n−k (t0)|

1+τ γ2n,r,α,β
, n > k,

що вiдповiдає функцiї x∗ в (2.2). Нескладно переконатися (див [9, Теорема 9.1.1]),
що ряд (2.2) збiгається i функцiя x∗ є аналiтичною, а отже x∗ ∈ Lr2,r;α,β(I). Тому
нерiвнiсть (2.1) є точною. Теорема доведена.

У випадку α = β = 0 теорема 1 приймає такий вигляд.

Наслiдок 1. Нехай r ∈ N, k ∈ N ∪ {0}, 0 6 k 6 r − 1 i t0 ∈ (−1, 1). Тодi для
будь-якої функцiї x ∈ Lr2,r(I) та довiльного τ > 0 виконується нерiвнiсть:

|x(k)(t0)| 6 (‖x‖2
2,0 + τ‖x(r)‖2

2,r)
1
2

( ∞∑
n=k

|J (k;k)
n−k (t0)|2 · γ2

n,k;0,0

1 + τ · γ2
n,r;0,0

) 1
2 (2.5)
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Нерiвнiсть (2.5) є точною i обертається в рiвнiсть на функцiї

x∗ =
∞∑
n=k

γn,k;0,0 J
(k;k)
n−k (t0)

1 + τ γ2
n,r;0,0

J (0;0)
n . (2.6)

Ще одним наслiдком теореми 1 на випадок класiв, розглянутих С.З. Рафаль-
соном (див. Теорему А) є наступне твердження.

Наслiдок 2. Нехай r ∈ N, k ∈ N ∪ {0}, 0 6 k 6 r − 1 i t0 ∈ (−1, 1). Тодi для
будь-якої функцiї x ∈ Lr2,r;α,β(I), що задовольняє умову

c(α,β)
n (x) = 0, n = k, k + 1, . . . , r − 1,

та довiльного τ > 0 виконується нерiвнiсть:

|x(k)(t0)| 6
(
‖x‖2

2,0;α,β + τ‖x(r)‖2
2,r;α,β

) 1
2
( ∞∑
n=r

|Jα+k,β+k
n−k (t0)|2 γ2

n,k,α,β

1 + τ γ2
n,r,α,β

) 1
2
. (2.7)

Нерiвнiсть (2.7) є точною i обертається в рiвнiсть для функцiї

x∗ =
∞∑
n=r

γn,k,α,β |J (α+k,β+k)
n−k (t0)|

1 + τ γ2
n,r,α,β

J (α,β)
n . (2.8)

Доведення наслiдку 2 є цiлком аналогiчне доведенню теореми 1. Необхiдно
лише враховувати рiвнiсть нулю коефiцiєнтiв Фур’є-Якобi c(α,β)

n (x), n = k, . . . , r−1.
Застосуємо метод Шадрiна [11, Теорема 1] для отримання мультиплiкативної

нерiвностi з нерiвностi (2.7).

Теорема 2. Нехай r ∈ N, k ∈ N ∪ {0}, 0 6 k 6 r − 1 i t0 ∈ (−1, 1). Тодi для
будь-якої функцiї x ∈ Lr2,r;α,β(I), яка задовольняє умову

c(α,β)
n (x) = 0, n = k, k + 1, . . . , r − 1,

виконується точна нерiвнiсть:

|x(k)(t0)| 6
(

sup
h>0

Cr,k,α,β,t0(h)
)
θr,k ‖x‖

r−k− 1
2

r
2,0;α,β ‖x

(r)‖
k+1

2
r

2,r;α,β, (2.9)

де

Cr,k,α,β,t0(h) =
( ∞∑
n=r

γ2
n,k;α,β J

(α+k;β+k)
n−k (t0)2 h2k+1

1 + h2r γ2
n,r;α,β

) 1
2
,

θr,k =
( 2r

2k + 1

) 2k+1
4r
( 2r

2r − 2k − 1

) 2r−2k−1
4r

.
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Доведення. Пiдставивши τ = h2r, в нерiвнiсть (2.1), перепишемо її у виглядi:

|x(k)(t0)| 6 Cr,k,α,β,t0(h)
(
‖x‖2

2,0;α,β h
−2k−1 + ‖x(r)‖2

2,r;α,β h
2r−(2k+1)

) 1
2
.

Оскiльки x /∈ Pr−1, то ‖x(r)‖2,r;α,β 6= 0. Пiдставляючи в останню нерiвнiсть h =

h∗ =
(

2k+1
2r−(2k+1)

) 1
2r
(
‖x‖2,0;α,β
‖x(r)‖2,r;α,β

) 1
r , отримаємо:

|x(k)(t0)| 6 Cr,k,α,β,t0(h
∗) θr,k ‖x‖

r−k− 1
2

r
2,0;α,β ‖x

(r)‖
k+1

2
r

2,r;α,β

6 sup
h>0

Cr,k,α,β,t0(h) θr,k ‖x‖
r−k− 1

2
r

2,0;α,β ‖x
(r)‖

k+1
2
r

2,r;α,β,

що i завершує доведення нерiвностi (2.9).
Покажемо, що нерiвнiсть (2.9) є точною. Для будь-якого h > 0 розглянемо

функцiю

gh =
∞∑
n=r

γn,k;α,βJ
(α+k;β+k)
n−k (t0)

1 + h2rγ2
n,r;α,β

J (α;β)
n . (2.10)

За рiвнiстю (2.4):

‖g(r)
h ‖

2
2,r;α,β =

∞∑
n=r

(J (α+k;β+k)
n−k (t0)γn,k;α,β

1 + h2rγ2
n,r;α,β

)2

γ2
n,r;α,β

=
1

h2r

( ∞∑
n=r

J
(α+k;β+k)
n−k (t0)γn,k;α,β

1 + h2rγ2
n,r;α,β

J
(α+k;β+k)
n−k (t0)γn,k;α,β −

∞∑
n=r

(J (α+k;β+k)
n−k (t0)γn,k;α,β

1 + h2rγ2
n,r;α,β

)2)
=

1

h2r
(g

(k)
h (t0)− ‖gh‖2

2,0;α,β).

Тому:

g
(k)
h (t0)

‖gh‖
2− 2k+1

r
2,0;α,β ‖g

(r)
h ‖

2k+1
r

2,r;α,β

=
(‖g(r)

h ‖2,r;α,β

‖gh‖2,0;α,β

)− 2k+1
r

+ h2r
(‖g(r)

h ‖2,r;α,β

‖gh‖2,0;α,β

)2− 2k+1
r
.

Використовуючи вагову нерiвнiсть Кошi:

αa+ βb

α + β
> a

α
α+β b

β
α+β , a, b > 0, α, β > 0,

з a =
h−(2k+1)

2r − (2k + 1)

(‖g(r)‖2,r;α,β

‖g‖2,0;α,β

)− 2k+1
r та b =

h2r−(2k+1)

2k + 1

(‖g(r)‖2,r;α,β

‖g‖2,0;α,β

)2− 2k+1
r i коефi-

цiєнтами α = 2r − (2k + 1) та β = 2k + 1, отримаємо нерiвнiсть

g
(k)
h (t0)

‖gh‖
2− 2k+1

r
2,0;α,β ‖g

(r)
h ‖

2k+1
r

2,r;α,β

> h2k+1θ2
r,k.
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Домноживши лiву i праву частину останньої нерiвностi на gh(t0), та врахував-
ши (2.3), отримаємо

|g(k)
h (t0)|2

‖gh‖
2− 2k+1

r
2,0;α,β ‖g

(r)
h ‖

2k+1
r

2,r;α,β

> h2k+1θ2
r,k

∞∑
n=r

J
(α+k;β+k)
n−k (t0)γn,k;α,β

1 + h2rγ2
n,r;α,β

γn,k;α,β J
(α+k;β+k)
n−k (t0)

= θ2
r,kC

2
r,k,α,β,t0

(h).

Обираючи в (2.10) послiдовнiсть {hm}∞m=1 таким чином, щоб Cr,k,α,β,t0(hm) →
sup
h>0

Cr,k,α,β,t0(h),m→∞, завершуємо доведення точностi нерiвностi (2.9).

Можна стверджувати, що константа в нерiвностi (2.9) є скiнченною для широ-
кого дiапазону параметрiв α, β, k, r та t0. Бiльш строго, має мiсце наступне твер-
дження

Твердження 1. Нехай t0 ∈ (−1, 1), r ∈ N та α, β > −1, якщо k ∈ N та
α, β > −1

2
, якщо k = 0. Тодi

sup
h>0

Cr,k,α,β,t0(h) < +∞.

Доведення. У роботi [16, Теорема 1] для будь-якого t ∈ (−1, 1), α, β > −1
2
, n ∈ Z+

було доведено нерiвнiсть

(1− t2)
1
4

√
(1− t)α(1 + t)βJ (α,β)

n (t) 6 C ′(
√
α2 + β2 + 2)

1
2 , (2.11)

де константа C ′ > 0 не залежить вiд t, a, b i n. Оскiльки α + k > 0 i β + k > 0, з
нерiвностi (2.11) отримаємо:

|J (α+k,β+k)
n−k (t)|2 6 (C ′)2 (

√
(α + k)2 + (β + k)2 + 2)

1
2

(1− t)α+k+ 1
2 (1 + t)β+k+ 1

2

. (2.12)

Нескладно бачити, що для будь-якого n ∈ N, n > r, виконуються нерiвностi

γ2
n,k;α,β = n(n− 1) . . . (n− k + 1)(n+ α + β + k) . . . (n+ α + β + 1)

6 nk(n+ α + β + k)k 6 (α + β + 2)kn2k,

γ2
n,r;α,β > (n− r + 1)r(n+ α + β + 1)r >

nr

rr
(n− 1)r >

n2r

(2r)r
,

Тому, для будь-якого h > 0 та n ∈ N, n > r,

γ2
n,k;α,β |J

(α+k;β+k)
n−k (t0)|2 h2k+1

1 + h2r γ2
n,r;α,β

6 C ′′
n2kh2k+1

1 + n2rh2r

де константа C ′′ > 0 не залежить вiд n. Отже,

sup
h>0

Cr,k,α,β,t0(h) 6 C ′′ sup
h>0

Cr,k(h),

а скiнченнiсть sup в правiй частинi останньої нерiвностi доведена в роботi [11](див.
теорему Г).
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Зауваження 1. З теореми 1 неможливо отримати мультиплiкативний ана-
лог. Дiйсно, в розглядуваному випадку аналог ряду Cr,k,α,β,t0(h) матиме доданок
γ2
n,k;α,β |J

(α+k;β+k)
0 (t0)|2 h2k+1, який необмежено зростає при h→ +∞. Тому його sup

буде нескiнченним.

Для α = β = 0 теорему 2 перепишемо у такому виглядi.

Наслiдок 3. Нехай r ∈ N, k ∈ N ∪ {0}, 0 6 k 6 r − 1 i t0 ∈ (−1, 1). Тодi для
будь-якої функцiї x ∈ Lr2,r((I)), яка задовольняє умову

c(0,0)
n (x) = 0, n = k, k + 1, . . . , r − 1,

виконується точна нерiвнiсть:

|x(k)(t0)| 6
(

sup
h>0

Cr,k,0,0,t0(h)
)
θr,k ‖x‖

r−k− 1
2

r
2,0 ‖x(r)‖

k+1
2
r

2,r , (2.13)

де

Cr,k,0,0,t0(h) =
( ∞∑
n=r

γ2
n,k;0,0 J

(k;k)
n−k (t0)2 h2k+1

1 + h2r γ2
n,r;0,0

) 1
2
.

3. Нерiвностi типу Тайкова-Шадрiна в просторi L2,e−t2(R)

В даному роздiлi ми отримаємо аналоги нерiвностi Карлсона для функцiй з
простору Lr

2,2,e−t2
(R). Введемо позначення:

βn,k =

{
0, n < k,

2kn(n− 1) . . . (n− k + 1), n > k.
.

За властивiстю полiномiв Ермiта (див. [9]), ‖H(k)
n ‖2

2,e−t2
= βn,k для всiх k, n ∈ Z+.

Теорема 3. Нехай r ∈ N, k ∈ N∪{0}, 0 6 k 6 r−1 i t0 ∈ R. Тодi для будь-якої
функцiї x ∈ Lr

2,2,e−t2
(R) та довiльного τ > 0 виконується нерiвнiсть

|x(k)(t0)| 6
(
‖x‖2

2,e−t2
+ τ‖x(r)‖2

2,e−t2

) 1
2
( ∞∑
n=k

H2
n−k(t0) βn,k

1 + τβn,r

) 1
2
. (3.1)

Нерiвнiсть (3.2) є точною i обертається в рiвнiсть на функцiї

x∗ =
∞∑
n=k

Hn−k(t0)
√
βn,k

1 + τβn,r
Hn. (3.2)
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Доведення. В [4] була доведена абстрактна версiя нерiвностi (3.2) для замкне-
них операторiв, що дiють в гiльбертовому просторi. Оскiльки простiр L2,e−t2 (R) є
гiльбертовим простором, то використовуючи позначення з [4, Теорема 1] та обрав-
ши f(x) = x(t0) в якостi лiнiйного функцiонала, Ax = x(k) та Bx = x(r) в якостi
операторiв, та пiдставивши їх в [4, Теорема 1] ми отримаємо твердження теореми 3.

Для класiв розглянутих С.З. Рафальсоном та I.В. Бердниковою (див. Теоре-
му В) має мiсце таке твердження.

Наслiдок 4. Нехай r ∈ N, k ∈ N∪{0}, 0 6 k 6 r−1 i t0 ∈ R. Тодi для будь-якої
функцiї x ∈ Lr

2,2,e−t2
(R), що задовольняє умову

an(f) = 0, n = k, k + 1, . . . , r − 1,

та довiльного τ > 0 виконується нерiвнiсть

|x(k)(t0)| 6
(
‖x‖2

2,e−t2
+ τ‖x(r)‖2

2,e−t2

) 1
2
( ∞∑
n=r

H2
n−k(t0) βn,k

1 + τβn,r

) 1
2
. (3.3)

Нерiвнiсть (3.3) є точною i обертається в рiвнiсть на функцiї

x∗ =
∞∑
n=r

Hn−k(t0)
√
βn,k

1 + τβn,r
Hn. (3.4)

Доведення наслiдку 4 є аналогiчним доведенню теореми 3.
Отримаємо мультиплiкативну нерiвнiсть з нерiвностi (3.3).

Теорема 4. Нехай r ∈ N, k ∈ N∪{0}, 0 6 k 6 r−1 i t0 ∈ R. Тодi для будь-якої
функцiї x ∈ Lr

2,2,e−t2
(R) що задовольняє умову

an(f) = 0, n = k, k + 1, . . . , r − 1,

виконується нерiвнiсть

|x(k)(t0)| 6
(

sup
h>0

Br,k,t0(h)
)
ψr,k ‖x‖

r−k−1
r

2,e−t2
‖x(r)‖

k+1
r

2,e−t2
, (3.5)

де

Br,k,t0(h) =
( ∞∑
n=r

βn,k |Hn−k(t0)|2 hk+1

1 + hr βn,r

) 1
2
,

ψr,k =
( r

k + 1

) k+1
2r
( r

r − k − 1

) r−k−1
2r

.
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Доведення. Пiдставивши τ = hr, перепишемо нерiвнiсть (3.1) у виглядi:

|x(k)(t0)| 6 Br,k,t0(h)
(
‖x‖2

2,e−t2
h−k−1 + ‖x(r)‖2

2,e−t2
hr−k−1

) 1
2
.

За умовою теореми ‖x(r)‖2,e−t2 6= 0. Пiдставляючи в останню нерiвнiсть h = h∗ =(
k+1
r−k−1

) 1
r
( ‖x‖

2,e−t2

‖x(r)‖
2,e−t2

) 2
r , отримаємо:

|x(k)(t0)| 6 ψr,k Br,k,t0(h
∗) ‖x‖

r−k−1
r

2,e−t2
‖x(r)‖

k+1
r

2,e−t2

6
(

sup
h>0

Br,k,t0(h)
)
ψr,k ‖x‖

r−k−1
r

2,e−t2
‖x(r)‖

k+1
r

2,e−t2
.

Покажемо, що нерiвнiсть (3.5) є точною. Для h > 0 розглянемо функцiю

gh =
∞∑
n=r

Hn−k(t0)
√
βn,k

1 + h2rβn,r
Hn. (3.6)

Повторюючи iдею доведення точностi нерiвностi (2.9), отримаємо нерiвнiсть

|g(k)
h (t0)|2

‖gh‖
2− 2k+2

r

2,e−t2
‖g(r)

h ‖
2k+2
r

2,e−t2

> hk+1ψ2
r,k

∞∑
n=k

Hn−k(t0)
√
βn,k

1 + hrβn,r

√
βn,kHn−k(t0) = ψ2

r,kB
2
r,k,t0

(h).

Обираючи в (3.6) послiдовнiсть {hm}∞m=1 таким чином, щоб Br,k,t0(hm) →
sup
h>0

Br,k,t0(h),m→∞, ми завершуємо доведення точностi оцiнки.

Далi, покажемо, що константа Br,k,t0(h) є скiнченою для всiх допустимих зна-
чень параметрiв r, k, t0.

Твердження 2. Для будь-якого t0 ∈ R, r ∈ N, k ∈ N при k < r виконується
нерiвнiсть

sup
h>0

Br,k,t0(h) < +∞.

Доведення. З роботи [14, Теорема 1] слiдує, що для будь-якого t ∈ R:

max
t∈R

H2
n(t)e−t

2

6 C1n
− 1

6 ,

звiдки випливає, що
H2
n−k(t0) 6 C1e

t20n−
1
6 ,

Нескладно бачити, що для будь-якого n ∈ N, n > r, виконуються нерiвностi

βn,k = 2kn(n− 1) . . . (n− k + 1) < 2knk,
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βn,r > 2r(n− r + 1)r >
(2

r

)r
nr.

Тому, для будь-якого h > 0 та n ∈ N, n > r,

βn,k |Hn−k(t0)|2 hk+1

1 + hr βn,r
< C0

nk−
1
6hk+1

1 + nrhr
,

де константа C0 > 0 не залежить вiд n. Використовуючи iдеї роботи [11], покажемо,

що sup
h>0

Ar,k(h) < +∞, де Ar,k(h) =
∞∑
n=r

nk−
1
6 hk+1

1+nrhr
. Дiйсно, для h > 1 маємо

∞∑
n=r

nk−
1
6hk+1

1 + nrhr
<

1

hr−k−1

∞∑
n=r

1

nr−k+ 1
6

6
∞∑
n=r

1

nr−k+ 1
6

< +∞,

оскiльки r − k + 1
6
> 1.

Функцiя xk−
1
6

1+xr
має рiвно один максимум на (0,+∞). Тому для h ∈ (0, 1) маємо

∞∑
n=r

nk−
1
6hk+1

1 + nrhr
<
∞∑
n=r

(n+1)hˆ

nh

(nh)k−
1
6

1 + (nh)r
dt 6

+∞ˆ

0

tk−
1
6

1 + tr
dt+ h sup

t>0

tk−
1
6

1 + tr

<

1ˆ

0

tk−
1
6 dt+

+∞ˆ

1

1

tr−k+ 1
6

dt+ 1 < +∞.

Отже, поєднуючи останнi двi нерiвностi отримаємо:

sup
h>0

Br,k,t0(h) < C0 sup
h>0

Ar,k(h) < +∞.

Зауваження 2. З теореми 3 неможливо отримати мультиплiкативний аналог
нерiвностi (3.5). Дiйсно, в розглядуваному випадку аналог ряду Br,k,t0(h) матиме
доданок βn,kH2

0 (t0)hk+1, який необмежено зростає при h→ +∞. Тому його sup на
(0,+∞) буде нескiнченним.
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