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АБСОЛЮТНАЯ СХОДИМОСТЬ ИНТЕГРАЛОВ ФУРЬЕ
И КЛАССЫ ЛИПШИДА

Одержані необхідні та достатні умови в термінах перетворень Фур'є f функцій

ЕП(В) для того, шоб { належали просторам Ліпшиця НО? (В), В?(В).

Ключовіслова: перетворення Фур'є, інтеграл Фур'є, модуль неперервності, класи Липниця.

Получены необходимые и достаточные условия в терминах преобразований Фурье ї

функций Ге В(В)для того, чтобы Г принадлежали классам Липшица Н®(В), В°(В).

Ключевые слова: преобразование Фурье, интеграл Фурье, модуль непрерывности, классы

Липшица.

The necessary and sufficient conditions in terms of Fourier transforms f of functions

f <¢ L'(R)are obtained for f to belongs of the Lipschitz classes H®(R) and h®(R).

Key words: Fourier transform, Fourier integral, modulus of continuity, Lipschitz classes.

Пусть символами п (В), С(В) обозначаются соответственно пространства

интегрируемых по Лебегу и непрерывных функций Г :К ->С. Известно[1], что

для функции ГЕБ(В) её преобразование Фурье f(t) = fe(хде"4х является

непрерывнойнаВ. функцией, которая может быть неинтегрируемойна В.

В случае, когда’ ГеП(В) и. РЕП (К), интеграл Фурье

b
f,(x) = [fape™dx = lim [feax является непрерывной функцией и

а->-со
R ф->0 а

f(x) = f(x) почти для всех хеК.

Если же РЕП MCR), fe UR) ‚ то тогда В (х)=Ё(х) для всех хеК.

Пусть 0:[0,°) > [0,°) обозначает модуль непрерывности,т. е. непре-

рывную функцию, которая убывает, полуаддитивнаи в нуле равна нулю.

Через H°(R) обозначается класс непрерывных функций Г:В ->С,

каждая из которых удовлетворяет для всякогохеК и Пп» 0  неравенству

|f(x+h)—f(x) |s Со(В) ‚ где С зависит только от Ё и не зависит от хи.

Класс В“(К) состоит из функций ГеН°®(К), для каждой из которых

_ (|f(x+h)—f(x)|
вьшолняєтся условиє lim —~-—-_-—-—

h->0 wh)

В [2] получены необходимые и достаточные условия, накладываемые на

преобразования Фурье Г функции Ге UR) ‚ для принадлежности Ё одному из

классов Н®(В) и В°®(В) в случае w(t) =t%.

=0 равномерно по аргументу хеК.

 

Б.И.Пелешенко, 2011

102



БИ. ПЕЛЕШЕНКО

В данной статье установлены условия принадлежности Ре LU (К) классам

H°(R), h°(R), определяемым с помощью модулей непрерывности,

удовлетворяющих условию Бари-Стечкина.

Пусть Ф обозначается множество возрастающих непрерывных функций

ф:[0,) > [0,°), удовлетворяющих АД. - условиюи таких, что $(0)=0,

Шт с(х) єс,
х>>

Сформулируем полученные утверждения.

Теорема 1. Пусть(0 - такой модуль непрерывности, что при

некоторых постоянных М; > 0, М, > 0 выполняются для всякого В. > 0 условия

[баз< M,o(h), [oeа: < Maoh). (1)

Если функция ГЕ ИЙ о С(К) и для любого у»д

ПонО(уску"")), (2)
Му

то Ре (В) и б є НО(В). |

Предположим,что Ё:В >В и f принадлежат Г. (В). Если ГеЕН“°(В) и

#()>0 для всех Ее В, то тогда (2) выполняется.

Теорема 2. Пусть функция Ге и OCR)|и модульнепрерьівности1 ot

удовлетворяет условию (1}.

Если.

| На = o(yoty')) при у->®, (3)
ку і

то Ре Ц(В) и є Б'(К).

Предположим,что Г:В > Ки f принадлежат ПК), Если б є(В) и

tf(t)2 0 для всех Е, то тогда (3) выполняется.

Доказательство этих теорем основывается на следующих утверждениях,
обобщающих вспомогательные леммыиз работы[2].

w(t)
p(t)

убывает на К, =(0,50) и существует такая постоянная. С > 0, что для любого

х>0 (натурального т)

Лемма1. Пусть функции ф(®) и (Є) из множества Ф такие, что 2-2

(Ode em, YO <M вТе 500"je дуб). (3)

Если e(t)g(t) € Li,.(R,.) идля  побото у>0ос ЛРУ
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У

fogctat = O(y(y)). (4)
0

то тогда ве и (у, 00} и

[504 = of4) для любого у>0. (5)
y ely)

t
Обратно, если w(t) не возрастает на (0,9), выполняются второе изp Ф р

условий (3) и условиєе(5), то Ф(І)8(1) є Loo (В.и условие(4) выполняется.

Доказательство. Пусть {=2" , где те 7. Тогда из условия возрастания

Ф(Е) и (4) следует, что существует такое С > 0, что для любого т є 7

выполняется неравенство
gmt gma] gma ти

ФО") | (04 < | p(t)g(t)dt < | p(t)g(t)dt <Сли(2"*).

2т gm 0

_ Отсюда учитывая, что для функции МІ) вьтполняется ДЛ» - условиє,и,

используя первое из условий(3), получаем неравенства

ginal тн! 2") тQn") усі), сьОт))a(tdt <C,~~<Cy, g(tdtC с
J 92") т- 9Ві ersто9")
Неравенство(5) доказано дляy= 2™ ‚В случае: о.ху «о определяем такое

тЕЙ, что от «у « ОР,

(277) у") чу)a(tydt< (g(tdt<s САкс2 <c
3 (ay ат у)

Докажем второе утверждение леммы.Из условия(5) следует, что для
любого т є 7

И оцениваем

рт +1

 

 

чо т

[ фаз [аз С; we)
Я Я дО)

Тогда
2т ав +то )

{ e@g(tdt <p") fF giydt «суміJ =Cy).
gmt : зате-1 Фо )

Из полученного неравенства и второгоусловияв (3) следует, что
т т

[оов(даЕ < Сзу >. у") < Су")
0 К=-©

для любого т є 2.

Если 0<у<о, то определим те, так, чтобы 2" <у<2"" тогда
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gmtу |
fow@gdat < J g(dg(tdt <Csy(2™") s Csyy(2™) S Csyy(y).
0 0

Лемма | доказана.

Лемма2. Пусть функции Ф(0 и %(0) из множества Ф такие,что о

убьваєт на полуоси (0,с0), и выполняются условия(3). ,

Всли @(t)g(t) €Lig(R,)

focmecnae =o(w(y)), Korma y—>, (6)
0

то тогда я є (у, со) для достаточно больших значений уи

Соч =(29 при у 20, (7)
у ФУ) и

Обратно, еслиWO не возрастает на (0,20) и вьолняютсяусловия(5),

(7), то тогда o(t)g(t)< Li (В.) и условие (6) выполняется.

Доказательство. Ограничимся случаем. у,= 2" ;где те, в случае: ›.

0<у<® ‚рассуждаемтак же, какипридоказательстве леммы 1: Из условия(6)

следует, что для любого € > 0 существует такое по?= те) є 2 ,что для любого

т> пвыполняется неравенство. И: и
gmt amt!

1(2),| (дз | p(t)g(t)dt se (ОМ),
ат -

Учитывая возрастание ф({), используя тот факт, что функция w(t)

удовлетворяет А. -условию, и применяя первое из условийв (3), получаем,что

для любого натурального т > ту выполняются неравенства
gay m m

(2™) yO")С м)(thdtseyP< [e(tydt < <eyM, .
| ° ФО) Ж 7о5 о")

Так => 0 можно выбирать произвольно малым, то асимптотическая
оценка(6) получена.

Пусть выполняется условие(7), тогда для любого = > 0 существует такое

ту = п1(5) е 2, что

gm m+]
gm )

у y(2™) my WC m
g(t)dt < g(t)dt << ——— и p(t)g(t)dt <eyp(2" )-———==)

| | ф(2") | ф(2")

для любого т 2 то.



АБСОЛЮТНАЯ СХОДИМОСТЬ ИНТЕГРАЛОВ ФУРЬЕ И КЛАССЫЛИНШИЦА

Из полученного второго неравенства и второго условияв (3) следует
неравенство

gm те

[ o@pgttdt < ey 1° y2')seyy2"). (8)
ото їзто

При доказательстве леммы1 установлено, что при выполнении условия(5)

2™0

выполняется и неравенство | (<Сл(2"°). Учитывая этот факт,

0 «

неравенство (8), м условиє іт ш(х)- о, получаем для достаточно больших
хо

чисел п оценку

 

ym ото

Гобдв(да< Су") + eyy2™) = |< "оЗматусьума
0

Так как &>0 выбирается произвольно, то получаем (6). Если О<у<о, то

проводим те же рассуждения, что и при доказательстве леммы1.

Лемма 2 доказана.

Доказательство, теоремы 1. Из условия. (2) теоремы и первой части

леммы| следует, что | РФ Iddt = о(обу"5) для всякого У >0. Учитывая

уз

ешё ограниченность f(t), получаем,что. f(t)eL,(R).

Далее следуя схеме доказательства соответствующей теоремы [2], оценим

i\f(x+h)-f(x)] < ос" ~1){dt < | обе” —ра | if(tee™ ~1) | dt.

R «Ив ПРЕ

Из неравенства jel-1= 25т< ти{2, В |1}, верного для любого 1{ЕК, и

условия(2) теоремы,следует, что

Р Кое -|4в | ИКБаЕ < Соне) = Сев).
НВ ist h

Так как | ода «Се'о(В) для любого р.» 0, то применяя лемму І в

МЕЧА

cnyyae, Koraa w(t)=ta(t™) и o(t) =t, umeem

[ Hioe™-pides 2 | КО 62C,
МЫ БТ8

Из полученных оценок следует неравенство |#(х+1)-{(х)| < Суо(В) для

 
hooth)

=2C,a(h= ach) .

mo6oro h>0, tT. e. ГЕ Н®(В). Первая часть теоремыдоказана.

Пусть tf(t)20 для всех 1еВ и модуль непрерывности a(t)

удовлетворяет условию теоремы. Так как по условию Її є Н'"(БК), то тогда для

этой функции
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существует такое Су = Со(Р) > 0, что для любого х > 0

{f((cosxt —1 + isin xt)dt} = = |f(x)-f(0)| <Coa(x).

   

Коеота
R

 

Оценивая абсолютную величину мнимой части интеграла, получаем

[f(t) sin xtat < Со®(х), х>0. Так как Рец), то тогда можно

R

неравенство

  

интегрировать по х интеграл f(t) sin xtdt на интервале (0,1). Применяярир гр р

 

R ;

теорему Фубини, получим для любого Н > 0 неравенство

~ . }~cosh f(t) sinПо nxtdt| <2 ГО Та «С,Jos«Су ор). (0)
R R

    

21 А
Далее, используя неравенство -- «злі, ( є |0, 7/2), условиє І()20,1єК и

т

(9) заключаем, что

2
a | ЧонПеaNtt Со ВоКу.

паї п

Из полученного неравенства следует, что

Con Com” a(h)Г04<=oh* he(h) = офи.
паїв

 

Полагая у = = , получаем (2). Теорема1 доказана.

Доказательство теоремы2. Пусть функция є | о С(В), хе В, и

п.» 0. Предположим,что вьшолняется условие(3), тогда для любого є » 0

существует такое уу = Ус(Є)2 0, что для всякого у » уб

Ї Кю <"б} (10)
піку У

Так же, как и при доказательстве теоремь1, используя неравенство

ет| 2sin i$ min{2,h|t|} и (5), получаєм для любого 0 « й «1/ уд

| осы 1) “< В | \tf(t)\dt_ < ehh“'o(h) 2 воїh).
ЕВ аль

Так как => 0 выбирается произвольно, то

| Кос“ -1 [41 = о(&®))‚ когда h > 0. (11)
|5
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Для оценки интеграла | itf(t)|dt воспользуемся первым утверждением
It}>1/b

леммы2 в случае, когда w(t)=to(t”) и ФІ) - 0. Полагая у «1/Ь, получаєм

| |f(t)idt =ho(hw(h)) = o(e@(h)), Korma h > 0. (12)
щі

Из неравенства | f(x+h)-f(x)] < | КО” -П|а+ | Кое” -1) dt,
ИНЬ щі

асимптотических оценок(11), (12) следует, что f € lip(@).

Первая часть теоремь2 доказана.

Далее предположим обратное,что Г е Ир(®) ‚ тогда для любого є » 0

существует такое Ву = Во(&) > 0, что для любого х є (0, По) выполняется

неравенство | f(x +h)—f(x)| х єс(П). Аналогично доказательству теоремы|.

устанавливаем, что для любого х є (0, По) выполняется неравенство

Моsin xtdt
a

неравенства

  

< =0(х). Также получаем при условии,что tf(t)20 для любого t,

2

2fostтазаeha(h), on | tf(t)dt < sho(h). (13)
ИВ

ne wth):
Из этих (13) следует, что | tf(t)dt 5Fh для любого h>0. Так как =>0

Р

вьбираєм произвольно, то Ї tf(t)dt = ofS02) при В > 0. Полагая у=1И/В,
«їв в ,

получаем | tf(t)dt = ofyoty™ )] при у —> ®. Теорема 2 доказана.

су
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