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ГРУПИ, В ЯКИХ ПІДГРУПИ, ЩО НЕ ЄНОРМАЛЬНИМИ,
БЛИЗЬКІ ДО АБЕЛЕВИХ ГРУП

Розглядаються розв'язні групи, кожна підгрупа яких або є нормальною, або
має черніковський комутант.

Ключовіслова: черніковська група, розв'язні групи.
Рассматриваются разрешимые группы, каждая подгруппа которых либо

нормальная, либо имеет черниковский коммутант.
Ключевые слова: черииковские группы, разрешимые группы.
In this paper we consider solvable groups, each subgroupiis either normal orhas a

Chernikov commutator subgroup.
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Якщо б -- група, то через Lnorm(G). (відповідно через Lnon-norm(G)) будемо
позначати,‘систему всіх нормальних підгрупгрупи О(відповідно системувсіх
підгруп, що не є нормальними). Групиз. великими системами нормальних
підгруп є досить давнім об'єктом дослідження втеорії груп. Нормальні
підгрупи. мають досить великий вплив на будову групи, тому у багатьох
випадках,коли їх досить багато, структура групи можебути детальновивчена.
Образно кажучи,чим більше має група нормальних підгруп, тимближчегрупа
до абелевої. Наприклад, якщо всі підгрупи групи є нормальними (тобто система
Lnorm(G) містить усі, підгрупи групи і | відповідно | система .
Lnon-norm(G) е пустою), то вона або абелева, або є прямим. добутком.трупи
кватерніонів, елементарноїабелевої 2-групи та періодичної групи без елементів
порядку 2. Цей результат був отриманий для скінченних груп ще вроботі
Р. Дедекінда Ц171, а потім був розширений на довільні групивроботі РБера
[18]. Природним: наступним етапом стало вивчення груп С, в яких система
Ілоілоті(С) задовольняє деякому (часто досить сильному) обмеженню.'

Першими такими роботами були роботи О.Ю. Шмідта 1;2], шо вже стали
класичними: В них О.Ю. Шмідтвивчавскінченні групи, в яких усі підгрупи
системи Ілоп-лот(С) Є спряженими або системапідгруп Ілоп-погн(Є) складається з

двох класів спряжених підгруп. Але систематичне вивчення груп, у яких
система підгруп, що не є нормальними,задовольняє деяку досить сильну умову,
починається зі статей С.М, Чернікова |3; 41. У розвитку цієї тематики брало
участь багато відомих алгебраїстів, які збагатили її глибокими і цікавими

результатами. Однією з цікавих ділянок цієї тематики було вивчення груп, в
яких кожна підгрупа, що не є нормальною, буде абелевою. Такі групи були
названі метагамільтоновими.Їх вивчення почалося в роботах М.Ф. Сесєкіна та
Г.М.Ромаліса (5 - 7). Скінченні метагамільтонові групи вивчалися в роботах
В.Т. Нагребецького [8] та А.А. Махньова[9]. Повний опис метагамльтонових
груп було отримано в роботі М.Ф. Кузенного та М.М. Семка [19]. Клас
абелевих груп мае багато природних розширень. Одними з них е клас груп
зі скінченним комутантом та більш широкий клас РС-груп. У статтях
Л.А. Курдаченко,Х. Отала, А. Руссо та Д. Вінченці [19; 20] вивчалися групи,у
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яких підгрупи системи Ілоп-лочи(С) мають скінченний комутант або будуть ЕС-
групами. Оскільки природним узагальненням скінченних груп є черніковські
групи, то природним розширенням груп із скінченним комутантом будуть
групи з черніковським комутантом. Тому природним продовженням(19; 20)
стає розгляд груп, в яких кожна підгрупа або є нормальною, або має
черніковський комутант. Групи з такою властивістю почали вивчатися в (11 -
12; 211. У |2Ц були отримані перші структурні характеристикивказаних груп.
Y [11] доведено, що якщо група, кожна підгрупа якої або є нормальною, або

має черніковський комутант, має підгрупу скінченного індексу з черніковським
комутантом, то і вся група має черніковський комутант. У (12) було розпочато
систематичне дослідження розв'язних груп, кожна підгрупа якої або є
нормальною,або має черніковський комутант. Зокрема доведено, що якщо така
група є розширенням абелевої групи за допомогою скінчено породженої, то
вона має черніковський комутант. Дана робота є продовженням [12].

Лема 1. Нехай С - група, кожна підгрупа якої або нормальна, або має
черніковський комутант. Припустимо, що С містить у собі таку нормальну
абелеву підгрупу А, що фактор-група С/А є абелевою та не має власних підгруп

скінченного індексу. Тоді центр групи С міститьїї комутант.
Доведения. Нехай [= {1)|ЛелЛ} - така система підгруп грули С,

кожназ яких містить у собі А, що (Ї./А | ХєЛ) буде локальною системою всіх
скінчено породжених підгруп фактор-групи С/А.З теореми 2 (12| випливає, що

комутант |), підгрупи 1, буде черніковською підгрупою для кожного індексу

Ххел. Оскільки 1,/А є абелевою, то підгрупа А містить у собі Dy, зокрема Р; є

абелевою. Тоді ГП». мас таку систему (Ріл|пєМ) своїх скінченних С-

інваріантних підгруп, що ПО» буде породжуватись підгрупами цієї системи,

Централізатор кожноїз підгруп Д;, має скінченний індеке у групі С. З іншого

боку, кожен такий централізатор містить у собі підгрупу А, а оскільки фактор-
група С/А не містить у собі власних підгруп екінченного індексу, то цей
централізатор повинен слівпадати з усією групою б. Інакше кажучи, центр

групи С містить у собі підгрупу БД, для кожного натурального числа п.

Оскільки підгрупи Д;, породжують БД»то центр групи С містить у собі підгрупу

Р», і це має місце для кожного індексу ЛеЛ. Якщо 1, Х 1, то очевидно має

місце включення Її; «Р, Оскільки система (їд|МєлЛ) є локальною, то і

система {Р»|Лел} буде локальною. Тому об'єднання ЮД'є далі)» буде
підгрупою групи С. Як ми показали вище, центр групи С містить у собі

підгрупу 0. З того факту, що група С породжується підгрупами І», Аел,
випливає, що комутант |С,С) співпадає з підгрупою О. Але тоді фактор-група
G/E(G) буде абелевою.

Лема 2. Нехай С - періодична група, кожна підгрупа якої або
нормальна, або має черніковський комутант. Припустимо, що б містить у собі
таку нормальну абелеву підгрупу А, що фактор-група С/А є абелевою та не має
власних підгруп скінченного індексу. Тоді група С буде абелевою.

Доведення.З леми І отримуємо, що група С буде нільпотентноютаїї
клас нільпотентності не перевищує 2. Оскільки вона є періодичною, то маємо

стандартний прямий розклад 02 Х зепіб) Зр» ДЄ З - силовська р-підгрупа С,

реПО). Кожна підгрупа 5, буде розширення своєї нормальної абелевої
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підгрупи 574 за допомогою абелевої групи Зр/(5рА) є 5,А/А. Покладемо

ОЗ Хар За Тоді маємо ізоморфізм 5 2 С/О, з якого отримуємо ізоморфізм

SpA/A = С/ОА= (С/А)/(ОА/А).

Таким чином, Зр/(5р/7А) буде ізоморфною до деякої фактор-групи

групи С/А.Це тягне за собою той факт, що фактор-група З5/(ЗрА) не містить у
собі власних підгруп скінченного індексу. Оскільки ця фактор-група є
абелевою,то вона буде ділимою. Тоді центр підгрупи 5; містить у собі підгрупу

ЗргА г АБ П131. Оскільки З/Ар Є ділимою абелевою, то вона розкладається у
прямий добуток квазіциклічних підгруп (див., наприклад, |14, теорема 23.11).
Але тоді 5, має зростаючий ряд підгруп

Арт Pos Py 5... Р.Х Patt «..5 Р, = Sp,

фактори якого будуть квазіциклічними групами. Розглянемо підгрупу Р).
Оскільки А, буде її центральною підгрупою, а фактор-група РА, є
квазіциклічною, то Р; буде абелеєвою. З того факту, що 5,/А, Є абелевою,

випливає, що Р; буде нормальною підгрупою в Зр/Ар- З доведеного вище
отримуємо, що Р; буде центральною підгрупою 5». За допомогою попередніх
аргументів покажемо, що Р» буде абелевою. Застосувавши тепер просту
трансфінітну індукцію, отримаємо, що З, є абелевою. Оскільки це має місце для

кожного простого числа р з множини П(С), то і група С буде абелевою.
Наслідок 1. Нехай С - періодична метабелева група, кожна підгрупа

якоїабо нормальна, або має черніковський комутант. Припустимо, що С не має
власних підгруп скінченногоіндексу. Тоді вона буде абелевою. |

Наслідок 2. Нехай С - періодична розв'язна група, кожна підгрупа
якої або нормальна,або маєчерніковський комутант. Припустимо, що С не має
власних підгруп скінченого індексу. Тоді вона буде абелевою. |. | || -

.: Доведення. Припустимо, що група С не є абелевою, та нехай

D=[G,G] та K=[D,D]. Toai G#D. 1a D#K: Фактор-група С/К буде
метабелевою. Але тоді з наслідку 1 випливає, що вона повинна бути абелевою.
У цьому випадку підгрупа К містить у собі Р, а оскільки маємісце 1
протилежне включення, то 0 - К. Отримана суперечність показує, що група С
буде абелевою.

Наслідок 3. Нехай С - періодична майже розв'язна група, кожна
підгрупа якої або нормальна, або має черніковський комутант. Припустимо, що
С не має власних підгруп скінченного індексу. Тоді вона буде абелевою.

Доведення. Дійсно, оскільки група С не містить у собі власних

підгруп, які мають скінченний індекс, то вона буде розв'язною,а тоді можемо

застосувати наслідок2.
Теорема 1. Нехай С - періодична група, кожна підгрупа якої або

нормальна, або має черніковський комутант. Припустимо, що С -- локально

майже розв язна група. Якщо С не має власних підгруп скінченного індексу, то
вона буде абелевою.

Доведення.Дійсно, із теореми1 роботи (21) випливає, що група С

буде майже розв'язною. Тепер є можливість застосувати наслідок3.
Наслідок 1. Нехай С - локально скінченнагрупа, кожна підгрупа якої

або нормальна, або має черніковський комутант. Якщо С не має власних
підгруп скінченногоіндексу, то вона буде абелевою.
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Наслідок 2. Нехай С - періодична майже розв'язна група, кожна
підгрупа якої або нормальна, або має черніковський комутант. Припустимо, що
С містить у собі таку нормальну абелеву підгрупу А, що фактор-група С/А не
має власних підгруп скінченного індексу. Тоді група С буде абелевою.

Доведення.З наслідку 3 леми 2 отримуємо, що фактор-група С/А буде
абелевою. Тепер залишається застосувати лему2.

Теорема 2. Нехай С - періодична майже розв'Язна група, кожна

підгрупа якої або нормальна, або має черніковський комутант. Припустимо,

що С містить у собі таку нормальнупідгрупу А, що фактор-група С/А не мае
власних підгруп скінченного індексу. Якщо комутант А є черніковською

підгрупою, то і комутантусієїгрупи С буде черніковською підгрупою.
Доведення. Нехай К - |А,АЇ|, тоді підгрупа К буде черніковською. До

фактор-групи С/К. можемо тепер застосувати наслідок 2 і отримати, що фактор-
група С/К буде абелевою.Це означає, що К буде комутантомусієї групи С.

Наслідок 1. Нехай С - періодична група, кожна підгрупа якої або

нормальна,або має черніковський комутант. Припустимо, що С міститьу собі
таку нормальну підгрупу А, що фактор-група С/А є черніковською. Якщо
комутант А є черніковською підгрупою, то 1 комутант усієї групи С буде
черніковською підгрупою.

Доведення. Дійсно, позначимо через `О/А  длиму частину
черніковської фактор-групи С/А та нехай К = [О, Р, Із теореми 2 можна тепер
отримати, що К буде черніковською підгрупою. Оскільки підгрупа D mae B
групі С скінчений індеке, то основний результатроботи 111) доводить той факт,
що комутантусієї групи Стакож буде черніковською підгрупою.

Розглянемо зараз наступне узагальненнярезидуально скінченнихгруп.
Нехай Х - клас груп. Будемо говорити, що групаО є резидуально Х-група; якщо:

для кожного її неодиничного елемента 5 існує така нормальна підгрупа Н,, що

не містить цього елемента і фактор--група О/Н,належитьдо класу груп Х..
Якщо Х - це клас черніковських груп, то будемо говорити про

резидуально черніковськігрупи.
Теорема 3. Нехай С - періодична група, кожна підгрупа якої або

нормальна, або має черніковський комутант. Припустимо, що С єрезидуально
черніковською групою. Тоді комутант групиС буде черніковською підгрупою.

Доведення. Оскільки С є резидуально черніковською групою, то вона

має систему нормальних підгруп |Н) | ХЄЛ), що маютьнаступнівластивості:

nea Hy = <I>;
фактор-група С/Н)є черніковською для кожного iHDeKcy AGA,

Якщо знайдеться такий індекс шєЛ, що комутант |Н,Н,| є

черніковською підгрупою, то з наслідку І теореми 2 отримаємо, що комутант

усієї групи С буде черніковською підгрупою. Таким чином, далі ми можемо

вважати, що кожен комутант |Н», Н;| не буде черніковською підгрупою для

будь-якого індексу ЛєЄЛ.З леми 1 [21] отримаємо, що фактор-група С/Н), буде

дедекіндовою для кожного індексу ХЛ. Припустимо, що група С містить у

собі таку нормальну підгрупу 0, що фактор-група С/Ц буде неабелевою

дедекіндовою групою. У цьому випадку будемо мати С/0 є 0/0) « V/U, де ОЛ]

— група кватерніонів, а У/О - прямий добуток елементарної абелевої 2-підгрупи
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та періодичної абелевої підгрупи без елементів порядку 2. Розглянемо. зараз

систему нормальних підгруп {V,=VOH,| AEA}. Оскільки підгрупа У має

скінченний індекс в усій групі С, то фактор-група С/У; (а отже і У/М;) буде

черніковською для кожного індексу ДєЛ. Припустимо, що знайдеться такий

1ндекс УЕЛ, шо фактор-група М/У; не є абелевою. Тоді М містить у собі
нормальну підгрупу У, для якої фактор-група У/У буде групою кватерніонів.
Підгрупа У має, очевидно, скінченний індекс у групі С. Якщо припустити

тепер, що її комутант |У, У| є черніковською підгрупою, то з основного

результату |11) отримаємо, що і комутант [@, @] буде черніковською
підгрупою,і все доведено. Томузараз будемо вважати, що комутант ГУ, У| не є
черніковською підгрупою, Тоді підгрупа У буде нормальною групіЄ,і за
лемою 1 |21) фактор-група С/У повинна бути дедекіндовою. З іншого боку,
фактори С/У та У/У ізоморфнідо групи кватерніонів, а тому С/У не може бути

дедекіндовою. Отримана суперечність показує, що фактор-група М/У; є

абелевою для кожного індексу ХєЛ. З рівності "ел Н; = <I> випливає, що і

Oren Vi= <1>. Використовуючи теорему Ремака, отримаємо, що підгрула V

буде їзоморфною додеякої підгрупи декартового добутку Пл У/У». Оскільки

"кожназтруп М/М», є абелевою, то декартовий добуток Пд УМ, буде абелевою
Tpynoro, a Tomyі її підгрупа У також буде абелевою. За своїм вибором підгрупа
У має скінченний індекс у групі С, і застосувавши знову основний результат
П 1), отримаємо, щоі комутант ГО, С) буде черніковською підгрупою.

_ Якщо С - група та 7 - деяка множина простих чисел, то через ОО)

будемо позначати найбільшу нормальну я-підгрупу трупиС. Якщо ро просте

_ число, точерез р’будемо позначати множинувсіх простих чисел, відмінних від

р. Такимчином, ОО). - це найбільша нормальна підгрупа групи С, ‚яка, не
_ MICTHT р-елементів.

| Наслідок 1. Нехай с.-` локально скінченна група, кожнапідгрупаякої

або нормальна, або має черніковський комутант, Припустимо, "що силовські
ор-підгрупі С є черніковськими для кожногопростого числар: Тоді | комутант
групи С буде черніковською підгрупою.

Доведення.З основного результату 15) випливає, що група С буде

майже локально розв’язною. 3 основного результату П6) тоді випливає, що

cpaxtop-rpyna G/O,(G) буде черніковською групою для кожного простого числа
р. Очевидно, перетин усіх нормальних підгруп О(С) є одиничним (тобто
перетин за усіма простими числамир). Це означає, що група С є резидуально
черніковською групою. З теореми 3 отримаємо тепер, що комутант групи С
буде черніковською підгрупою.

Лема 3. Нехай С - група, кожна підгрупа якої або нормальна, або має

черніковський комутант. Припустимо, що С містить у собі таку нормальну
абелеву підгрупу А, що фактор-«група С/А є квазіциклічною р-групою. Якщо 8 -
‚елемент групи С, що має нескінченний порядок, то взаємний комутант [g, G]
буде квазіциклічною р-групою або одиничною групою.
ти Доведення. З леми | випливає, що комутант групи С міститься в її

центрі. Звідси випливає, що відображення 0; х---» |8, х) хе С, буде
ендоморфізмом групи С. Також маємо Кегб= Со), тб, = [2, С]. Очевидно,
що централзатор Со(®) містить у собі підгрупу А. Оскільки кожна фактор-
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група С/А або є квазіциклічною р-групою, або буде |одиничною, то:
ізоморфізму

G/Ker®, = G/Cg(g) = ад,се, С
отримаємо, що взаємний комутант |є, С| буде або квазіциклічною р-групою,
або одиничною групою.

Наслідок 1. Нехай С - група, кожна підгрупа якоїабо нормальна, або
має черніковський комутант. Припустимо, що С містить у собі таку нормальну

абелеву підгрупу А, що фактор-група С/А є ділимою черніковською групою.
Якщо 5 - елемент групи G, що має нескінченний порядок, то взаємний

комутант|є, С буде черніковською групою.
«Доведення. Оскільки фактор-група С/А є ділимою черніковською

групою,то група G Mae скінченний ряд підгруп

А=А, < А, <... 5A, =G,

фактори А;+ /А; якого будуть квазіциклічнимигрупами, 0 5 | Х п - |. Доведення
проведемо за допомогою індукції за числом п. Якщо пе |, то твердження
випливає 3 леми 3 (слід зазначити, що одинична група є черніковською).
Припустимо тепер, що п> І, та нехай вже доведено, що взаємнийкомутант
(є, Ав-| є черніковською підгрупою. Наступне доведення буде проводитись для

фактор-групи С/8, Ар-1|. Нашою метою є довести, що взаємний комутант
[2[2, Алі СД8, Ап-Й є черніковською підгрупою.З рівності

[g, GV/[g, Ani] = [glg, Ani], G/[g, Anal]
та нашого припущення про Te, mo. [g, Ara] — черніковська підгрупа, буде
випливати тоді, що взаємний комутант Те, С| такожбуде черніковською
підгрупою. Тому, щоб не ускладнювати "наші позначення, є доцільним
припустити, що підгрупа [g, Avi] € одиничною. Інакше кажучи, ми будемо
вважати, що центр підгрупи А! мстить елемент є. З леми | випливає, що

комутант групи С міститься в її центрі. Звідси випливає, що відображення

ве х---з Ів, хі, хе 0, буде ендоморфізмом групи С. З нашого індуктивного
припущеннявипливає, що централізатор Со(8) містить у собі підгрупу Ап: З
ізоморфізму

G/Ker0, = G/Co(g) = ImO, = [g, 6]
отримаємо, що взаємний комутант (є, С) буде або квазіциклічною р-групою,
або одиничною групою.

Лема 4. Нехай С - група, кожна підгрупа якої або нормальна, або має
черніковський комутант. Припустимо, що С містить у собі таку нормальну
періодичну абелеву підгрупу А, що фактор - група С/А є абелевою та
мінімаксною. Тоді комутант групи С буде черніковською підгрупою.

Доведення. Оскільки фактор-група С/А є абелевою та мінімаксною,то
вона містить у собі таку вільну від скруту скінченно породжену підгрупу С/А,
що фактор-група С/С буде черніковською групою. Позначимо через О/С длиму
частину групи С/С. Нашою метою буде довести, шо комутант [02,0] буде
черніковською підгрупою. Тоді з основного результату [11] отримаемо, що
комутант усієї групи С буде черніковською підгрупою. Тому, щоб не
ускладнювати наші позначення, є доцільним припустити, що фактор-група С/С
буде ділимою черніковською групою.
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З теореми 2. 2) випливає; щокомутант.ЇЄ, С| буде черніковською

підгрупою." Знову, щоб не уокладнювати наші (нозначення, ми можемо
припустити, що підгрупа |С, С) буде одиничною. Інакше кажучи, ми будемо
вважати, що підгрупа С є абелевою. Тоді підгрупа А буде її періодичною
частиною. Зазначимо, що підгрупа А виділяється у підгрупі С прямим

множником, тобто С - Ах К для деякої підгрупи К (14, теорема 14.41. Із

ізоморфізму C/A є К випливає той факт, що підгрупа К буде вільною від скруту
та скінчено породженою, тобто вона буде вільною абелевою. Отже К має
прямий розклад.

Ке«р»х. хво»,

де кожен з елементів 5; має нескінченний порядок, 1 х | сх п. З леми І випливає,
що центр групи С міститьїї комутант, Наслідок І леми 3 показує, що взаємний

комутант [g;,G] буде черніковською групою для кожного індексу |, 1 «і хп.
Позначимо через І. добуток цих взаємнихкомутантів,І, 2 [g:, G] ... fgn, С]. Тод
І, буде нормальною в С черніковською підгрупою. У фактор-групі СІ, підгрупа
КІЛ. уже міститься в її центрі, зокрема, вона буде нормальною. Фактор-група

(ОЛУСКІЛ.) є О/КІ, буде розширенням своєї періодичної абелевої підгрупи
(СІЛ.(КІЛ.) за допомогою ділимої черніковської групи С/СІ.,, а тому буде
періодичною, Застосувавши лему 2, ми отримаємо той факт, що (ОЛ.У(КІ.Л))
буде абелевою. Далі, фактор-група С/1, буде розширенням своєї періодичної
нормальної підгрупи АЇЛ, за допомогою абелевої групи С/АТ,. Позначимо
через Т/АЇ, періодичну частину dakrop-rpynu G/AL. Toni niarpyna T/L буде

нормальною періодичною підгрупою і фактор-група (С/Т/(ТЛ) є С/Тбуде

абелевою групою, вільною від скруту. Оскільки КІ. є К є вільною від скруту,

то перетин (ТЛ) о (КІЛ) буде. одиничним. Застосувавши теорему Ремака,

отримаємо вкладання трупи G/L y прямий добуток (G/L)(KL/L)|x (ОХТА.

Як ми вже бачили вище, обидва прямих множникацього добутку є абелевими
групами, Звідси випливає, що фактор-група С/Ї, також буде абелевою. У свою
чергу, це тягне за собою той факт, що комутант усієї групи Сміститься у
підгрупіІ, а отже співпадає з І. Оскільки підгрупа І, є черніковською, то все
доведено. | | | о

Лема 5. Нехай С - група, кожна підгрупа якої або нормальна,або має
черніковський комутант. Припустимо, що С містить у собі таку нормальну

періодичну абелеву підгрупу А, що фактор-група С/А є майже розв'язною та
мінімаксною.Тоді комутант групи С буде черніковською підгрупою.

Доведення. З теореми 1 |21| випливає, що множинаТ всіх елементів

скінченного порядку групи С буде характеристичною підгрупою, а фактор-
група С/Т буде вільною від скруту абелевою групою. Оскільки підгрупа А є
періодичною, то вона міститься у підгрупі Т. Зазначимо, що періодична майже

розв'язна мінімаксна група є черніковською, а отже фактор-група Т/А є
черніковською. З наслідку І теореми 2 випливає, що комутант [T, T] буде
черніковською підгрупою. З леми 4 тепер отримуємо, що комутант фактор-
групи СИТ,Т| буде черніковською підгрупою. Нарешті, рівність

ІС, СИТ, ТІ - |ОАДТ, ТІ, САТ, ТИ
доводитьтой факт, що комутантусієї групи С буде черніковською підгрупою.
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Теорема 4. Нехай С - локально майже розвЯзна група, кожна
підгрупа якої або нормальна, або має черніковський комутант. Припустимо,
що С містить у собі таку нормальну періодичну абелеву підгрупу А, що
фактор-група С/А є мінімаксною. Тоді комутант групи С буде черніковською
підгрупою.

Доведення.Слід тільки зазначити, що група С буде майже розв'язною,
атому ми можемо застосувати лему5.

Нехай С -група, в якій система Ілоп-пот(С) складається з підгруп, що

мають черніковський комутант. Позначимо через 5 систему всіх тих підгруп,
комутант яких не є черніковським. Тоді кожна з цих підгруп буде нормальною
та визначає дедекіндову фактор-групу. Згадаємо, що дедекіндова група є
нільпотентною, причому її клас нільпотентності не перевищує 2. Нехай Н -
перетин усіх підгруп, що належать до системи 5. Тоді фактор-група С/Н є
нільпотентною групою, клас нільпотентності якої не перевищує 2. Якщо К -

власна підгрупа Н, то із вибору Н випливає, що Кє5, томуїї комутант має бути

черніковським. Можнадовести, що при деяких досить загальних умовах
підгрупа Н також має черніковський комутант. З цього випливає, що тодівся

група С буде майже розв'язною,«більш того, випадок метабелевої групи стає
основним. Наступний результат розпочинаєрозгляд цього випадку.

Теорема 5. Нехай С - періодична, група, кожна підгрупа якої або
нормальна, або має черніковськцй комутант. Припустимо, що Є містить у
собі таку. нормальну абелеву підгрупу, що фактор-група С/А також є

абелевою. Якщо.ПА) оING/A)=- Я то комутант групи С7 буде черніковською
підгрупою.

Доведення. Якщо центр трупи містить у собі підгрупу А,то групаG
буде нільпотентною. У |цьому випадкувона буде прямим добутком своєї

силовської П(А)-підгрупи тасиловськоїТИСА)-підгрупи, Зокрема, вона буде
абелевою,так що у цьому випадку все доведено. Томудалі будемо розглядати

випадок, коли підгрупа.А He € центральною. Тоді знайдеться елемента|єАта

елемент 8! єбм, що мають,властивість Газ, як| я І. Ми можемо вважати, що

П(<е1>) ^^ П(О/А) = б, Покладемо С; 2 Са(єр). Оскільки фактор-група С/А є
абелевою,то відображення

, 0;: а—> [в.а],acd,

буде.Gендоморфізмом підгрупи А. ,Звідси випливає, що. Кег8, є Сд(є|) та

Паб; є |в», А| будуть С-інваріантними підгрупами А. Оскільки підгрупа А має
скінченнийіндекс в ХА, 52, то основний результат (11| показує, що комутант

підгрупи «А, 8)? буде черніковською підгрупою. Зокрема: тоді і взаємний
комутант|В), А| буде черніковською підгрупою.З ізоморфізму.

A/Ker®; = A/Ca(g1) =Im 6,= [#, А].
отримаємо, що фактор-група А/СА(в1) буде черніковською. Припустимо, що
центр групи С містить у собі підгрупу С; і розглянемо фактор-групу С/С.

Зазначимо, щопідгрупа А/С; має доповнення: С/С, = А/С, м L/C, |22, теорема

2.4.5]. Із рівності П(А) п П(С/А)є © та того факту, що А/С; - абелева
черніковська підгрупа, випливає, що централізатор Е/С| підгрупи А/С; має в
групі С/С) скінченний індекс. Далі, підгрупа Б/С, уже має прямий розклад

120



ГРУПИ, ВЯКИХПІДГРУПИ, ЩОНЕ Є НОРМАЛЬНИМИ, БЛИЗЬКІДОАБЕЛЕВИХГРУП

E/C, = A/C; x K/C;. Зокрема, вона буде абелевою. З включення С; < С(С)
отримаємо, що підгрупа Е буденільпотентною, а отже абелевою. Тепер
залишається застосувати основний результат (111.

Припустимо тепер, що центр групи С не містить у собі підгрупи Сі.

Тоді знайдеться елемент а»є С; та елемент х.єЄСЛА, що мають властивість

(аз, 2] я 1. Знову підгрупа <gi,x.,A> має  напівпрямий розклад:

<gi, X2, A> =A Х 5 та всі доповнення до А є спряженими [22, теорема 2.4.5].

Зокрема, можна вважати, що підгрупа 5 містить елемент 8;. Маємо хо є 226, де

рзє85, БєА. Тоді (а», х2| З |а», 82). Зазначимо, що 5 є абелевою, а тому

5 з «рі, 522. Відмітимо також, що nigrpyna 5 є прямим добутком двох

циклічних підгруп, а тому можна вважати, що 5 з<> x <go>. Maemo прямий
розклад

А = СА(<81>) Ф ГА,<в1>] = Сл(81) © [А, 5] = С, [А,<81?]
(див, наприклад, (23, пропозиція 5.19]. Оскільки a€C;, To

<g), a> O <Qo, a> = 51». Покладемо С» є Са(Зрі, 822). Повторюючи попередні

міркування, отримаємо, що фактор-група А/С; буде черніковською. Якщо
припустити, що центр групи С містить у собі підгрупу С», то які раніше, можна
довести, що комутант групи С буде черніковською підгрупою. Тому будемо
вважати, що підгрупа С: не є центральною. Тоді знову будемо знаходити
елементи 83, аз і т. п. Застосувавши попередні аргументи, знайдемоелементи
Bi, e+ 5 Bas AL, оз да ЯКІ ЗАДОВОЛЬНЯЮТЬ Наступні умови:-

(1) <g1, ..., > = <> Хх... Хх <>;

(2) НС<а,...., 87)м пк)a

о Сара;

_ (4) [а, gi) #151 <} <n;
(3) «ві, а, G1, ARIE <=, a> =«р»;

(6) в, а) 7 1,k<j, 1 <j, ken. |
Якщо процес вибору цих елементів буде скінченним,то; які виїде,

можна довести, що комутант групи С буде черніковською підгрупою. Тому
припустимо, що цей процес буде нескінченний. Розглянемо довільний елемент

8. Множину натуральних чисел (п|п?» |) розіб'ємо на дві нескінченні

підмножини A та М, що мають пустий перетин. Нехай 0 - хр, а|тєЛ»,

У з «р, а |їЄМ». Обидві підгрупи 0, У будуть  «врчінваріантними,

UnV=<lI>, комутанти [9,0], ГУ, М| не є черніковськими підгрупами та

<в> г ПУ = <[>. Тодіі комутанти підгруп «80 та «ру»У не є черніковськими,
а тому ці підгрупи будуть нормальними. Але тоді i ix перетин

«вре«ро) по«р»У повинен бути нормальною підгрупою. Звідси випливає,

що (а, 6єс». З іншого боку, оскільки підгрупа А також є нормальною,

[а, 2ДЕА,а тому[а81еквР ГА г «1», Але ж це суперечить вибору елементів
а» 8. Отримана суперечність і доводить наш результат.
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