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ПОГРЕШНОСТЬ ПРИ ИТНЕРПОЛЯЦИИ НЕКОТОРЫХ
КЛАССОВ ФУНКЦИЙ ПОЛИЛИНЕЙНЫМИ СПЛАЙНАМИ

Знайдене точне значення похибки при інтерполяції  полілінійними

сплайнами класів функцій багатьох змінних, які визначаються заданим опуклим
вверх модулем неперервності.

Ключовіслова: полілінійна функція, модуль неперервності, інтерполяція.
Найдено точное значение погрешности при интерполяции полилинейными

сплайнами классов функций многих переменных, которые определяются
заданным выпуклым вверх модулем непрерывности.

Ключевые слова: полилинейная функция, модуль непрерывности, интерполяция.
The exact value of error of interpolation some classes of multivariate functions,

which are determined by given convex upwards majorant of module of continuity, by
multilinear splines is obtained.

Key words:multilinear function, module ofcontinuity, interpolation.

Рассмотрим пространство В" точекх = (xx? У. для которых

где154 <® и

 

Пусть В ={хеВ":х' >0,1=1....п}. Элемент beR" определяет в

пространстве В" п-мерный промежуток.
. п.

Р= [0,5] = [[0,5].
i=l

Пусть для каждого 1=1.....п задано разбиение отрезка [0,b']

с =0<с!<... <=Ы.

Промежутки вида
n : :

5 4 . .
М=| [© „60<} К, =... (1)

i=]
порождают разбиение Т промежутка Р.

Пусть Г:В" -> В полилинейная (п-линейная) функция, то есть функция
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линейная по каждой переменной при фиксированных значениях остальных
переменных. Полилинейным сплайном будем называть непрерывную функцию

3:Р> В, сужение Зм которой на произвольный промежуток МЕТ

совпадает с сужением на М некоторой полилинейной функции [.:В" >В.

Полилинейный сплайн однозначно определяется своими значениями в
вершинах разбиения Т. Произвольной функции ЁР— В поставим в

соответствие полилинейный сплайн 5(Г) Р -з» В. такой, что S(fо = Яо, где

Т° — множество вершин разбиения Т, то есть S(f } интерполирует Ё в

вершинах разбиения Т.

Через Нр" будем обозначать класс функций #Р -> В таких,что

VxyeP |f(x)-fгу) «охо У, ),

rae © (t) - заданный выпулыйвверх модуль непрерывности, 1 <а<®.

Введем следующее обозначение

E,(H)= sup max|f(x)— S(f.x).
feH?4 xeP

Обозначим через @9,(М) - диаметр п-мерного промежутка М, и

положим

а. (т)= тах9, (м).

В [8] в случае функций двух переменных был получен следующий

результат:
Loinви (не?)- оаб)

Другиеизвестные результаты об отклонении интерполяционных линейных и
полилинейных сплайнов на классах функций двух и большего числа
переменных приведеныв [1 —4; 6 - 10].

В данной работе получены точные значения отклонения

интерполяционньх полилинейных сплайнов на классах функций Hp,

1<а<3,и Нр®.

Теорема 1. Если ® (t) — выпулый вверх модуль непрерывности, то для

1<4<3 имеет место следующее утверждение:

E,(H2*)=0а)

Доказательство. Рассмотрим произвольный п-мерный промежуток
МЕТ. Не нарушая общности, будем считать, что в выбранной системе
координат промежуток М имеетвид:
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м = Tio.
i=l

Каждой вершине этого промежутка поставим в соответствие множество
Тс {1,2,...,п}, которое содержит номера нулевых координат данной вершины,

и через Л обозначим дополнение множества ] до множества {1,2,...,п}, то

есть множество номеров ненулевых координат данной вершины. Вершину
промежутка М, которой соответствует множество 7, будем обозначать через

Xj.

Для каждого J c {1,2,...,n} рассмотрим функцию

P,(x)= «Пі ох!yx.
іє) jel’

п +

где У є Пх - обьем промежутка М . Функции Р, (х) обладают следующими
i=l

свойствами:

1. УХЕМ 0<Р‚(х)< 1,

2. Руху, )- Lu Py (x, )= 0, если]. Л,

3. Ухе М У Ув/х)з т. | г (2)
k=0)J|=k

Используя функции Р; (x) сплайн $(Р) можно представить в виде

= у. >f(x, JP; (x). (3)
К=ОЛЕК

Рассмотрим

6-5=)-щоУуко+) 4
коблек

Используя (2) и (4), получим

  

Сх)-8(бх) з У У віх)—f(x,))yrs
кодек

п й ( п

5 УУБО)- f(x,Р (х) є > Ne | Ух! - xP! у (х).
кедуек кебідек p=

Поскольку ®(и Vt при 1<49<3 - выпуклые вверх функции,

в (1) -— возрастающая функция и верно (2), то, применяя неравенство Иенсена,
получим
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НмРР,:. (5)
k=0\J=k p=]

n

F, (x)=-УУх? -жP, (x (6)
кебілекреї

   

lf(x)-S(E x) <@ |

Положим для хемМ

 

Учитывая(5), будем иметь

max |f(x)~ S(f.x} сфsfF, (x ) . (7)

Преобразуєм функцию F,(x), предварительно поменяв порядок

суммирования

МОНА Б МенеПро
реї ка 0, Л/Лек, ре ieJ,izp jel’

з У юз)Пе)=
НЕЮря іє) Jel’ jep

Обозначим через Ї, при р- 1,..п множества индексов

ра J, ре

Р |Л(рьреї
и через Л, - дополнение J, до {1,2,....п}\{р}. Учитывая, что

ХР 1 j .P;(x)=—T[lx —х' х›, и пользуясь свойством (2), последнее равенство
М іє), ЕЛ,

можно переписать в виде

rdSleeмнез
раї k=ор,=k k=20), jak

енїн |  

ре!

Далее воспользуемся неравенством[6,с.334]

24(9+1)< (+1), 120,0<453
 при {= и 1<49<3. Получим
xX _
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хр

где Х = (RI... ), ХР => р=1....п. Значит

n ХР 4 а

F,(x)= | =x,зно 5 м
а поскольку №. = 54. (М), то

ВСЮ г зач (му.

Значит, учитьвая (7) УЇ є НЕ"

maxf(x) S(£x}<@ WE ®)=а(му)

Поскольку последнее верно для всех промежутков из разбиєния T , ТО

1 1
—5(6х] < -д =®| -а,(Т)|.

пак) 9х) [5 {м ofstn}
Для завершения Доказательства осталось получить оценку снизу для

величины Ет(Нр”). Пусть примежуток М такой, что 4, (M)= dа(Т) и

хо — центр описанного около М п-мерного шара относительно |+ . Построим

для ХЕР функцию

1 | 1
w| —d,(T)-|x—x, | у їх зхоїго-4ТУ

аМАte
Функция 5, (х) принадлежит классу Но", позтому

Е(Нч) > пах (x)-S(f).x} = max|f («І 2|ббкоЇ є о а.сг)
ХЕ ХЕ

Учитывая оценки сверхуи снизу, получим Ет(Нр’4) = ©ат) .

Теорема доказана.

Пусть далее Р представляет собой п-мерныйкуб Р =[0,5]", и пусть задано

разбиение каждого отрезка [0,6] точками а, = koe k=0,...,N.
і

п

Тогда п-мерные кубы вида М= [lax pa], 1sk,<N, i=ln
i=l |

порождают разбиение Р.
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Теорема 2. Если с (є) — выпулый вверх модуль непрерывности, то, в

случае Р =[0,5]", п>3, имеет место следующее утверждение:

еко (ЕВН” me 5 Мо
2

х''єх! 1=28-1

п-1 п-р+1 n .

«2 ofBax?xeПнДи

Доказательство. Не нарушая общности, рассмотрим тот куб М ‚, который
в выбранной системе координат имеет вид:

меToe |

Разобъем промежуток М на 2" -симплексов, определяемых следующими

гиперплоскостями:

b
xb tx? =, |

М (9)
i+l
x =x! i=ln-l.

 

Рассмотрим сначала симплекс М\ , определяемыйсистемой

хх? <—

(10) 

хх=ИТ.

Как и раныше будем использовать представление интерполяционного
полилинейного сплайна в виде(3). Учитывая свойство (2), получим следующую
оценку о

не)З 9-ХУв)=
К=о]=К

<ХУпYP, (x)ху(xx,)P,(x). (1)

Для хеМ, введем следующее обозначение

F(x)= Уо (кох,Ро). (12)
k=0U|=k

Покажем, пользуясь методом математической индукции, что для

рассматриваемых х имеет место равенство

coob)IO)
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n-l п-р+1

SF) онpeTeток. (13)

Для проверки выполнения базиса индукции при п=3 необходимо

преобразовать Ix ях, с учетом неравенств системы (10) и применить к

полученному выражению свойство(2).
Предположение индукции будет иметьвид;

а-я)
4йee

где 0 с 0,2,..п-1).

Разобъем функцию (12) на сумму двух групп слагаемых. Первая группа
включает те слагаемые, для которых пе), в этом случае, с учетом (10),

Ix -хі, не зависит от x", Вторая группа включает те слагаемые, для которых

пе, в этом случае Їх - хі, =а-х”. Таким образом

п-1

P(x) = (2 —x" ух doожхо.урох"hsxy >Po (x)

кедібек о. .  .Ке00рРК

К первой сумме применим предположение индукции, а ко второй - свойство
(2), и получим равенство (13). Значит, согласно принципу математической
индукции,(13) верно для любого натурального п.

Поскольку о (Ю) - вьшуклая вверх функция, то, применив неравенство

Иенсена, из (13) получим

пы
TooeG)el
7 SMG)STte}

NolBox|м
b «М

Учитывая последнее неравенство и равенство (12), из неравенства (11)

получим

падев[№oylao<)
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acl yrPH 7b "f(b .)N (b
з У, — © ах|[-мть хи |х" |<
“\b N JUAN м

п. п ;

< тах (=) [=+
0<х?< b 2N i=? N

2
xtlex! j=2.nel

STG}
ХорЗОВ

re xx}|x}bl NX Хо»

a
где Хо з(вхо — экстремальная точка.

т
і

Для остальных симплексов, на которые разбивается промежуток М
гиперплоскостями (9) тот же результат может быть получен при замене
переменных. Поэтому и на всем исходном множестве Р имеет место оценка

му уе |f(x)-S(f,x) < — sti 7x’пе) ха 5 olyls «У
2

НХ!=.

ер
Для завершения доказательства осталось получить оценку снизу для

величины Ет(Нр”). Построим для х є Р функцию

f, (x)= |о(їх охо| хе Му
хеМ,.

Функция &,(х) принадлежитклассу НЗ”, поэтому

E;(Hp™)2 пах(к) (6, х] > fo (xo) Зо, хо) = В(оьхо)|.

Из представления интерполяционного полилинейного сплайна в виде(3),
равенств(12) и (13), получим

«ОИ
= x Е м (ь
«УЗ ©м -ккрА п b \N
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Значит

oor (МА (b \y fb.
вно2) око)

п-1 М n-ptl Е ) р п (2 |) N (2 а/п

— —- |х —- |+—®| —- хи [xo =
Sy) ок ООП G0) EOL N 5 0i=p+l

n-l б Le.

= max (*) ен
05"55 b 2N Jia \N

x<x! j=2n-1

п-1 п-рчі п

У окПОДДи .
рел Б М рн МУ b \N /

Учитывая оценки сверхуи снизу, получим

ave му (вл
B, Р )= nett (5зу

>

хієхідеді |

n-ptl 7 yo й і

озЗі offреПе Pgs х" |.мам Бом
Теорема доказана.

Теорема3. Если о (г) — выпулый вверх модуль непрерывности, то, в

случае Р = [0, b]’, umeem место следующее утверждение:

ов) М b Vb “fb |
E,(Hg*)=а[©хнаох)

~~” 2N2.

Доказательство теоремы 3х с очевидными упрощениями повторяет
доказательство теоремы2.

Покажем, что результат теоремы3 не совпадает с результатом теоремы1,

(1
© 54.0) места не имеет. Для этого найдем

х

то есть равенство Ет (нР ) =

 

величину отклонения интерполяционных полилинейных сплайнов на классе

функций Нъ’”” в случае Р =[0,6] х [0,6], и @(t) =t

E, (H8” }= max, ВminGa2а
055 2N\N N

2. >
4N

причем наибольшее значение достигается при х . Однако в данном
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