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Знайдені точні нерівності типу Джексона-Черниха для апроксимації у
гільбертових просторах. ,
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розклад одиниці, група унітарних операторів.

" Получень  точнье неравенства типа Джексона-Черныха для аппроксимации в
гильбертовых пространствах.

Ключевые слова: наилучшее приближение, точные неравенства, гильбертово
пространство, разложение единицы, группа унитарных операторов.

The exact inequalities of the Jackson-Chernih type ofthe approximation in the Hilbert

space are obtained.

Key words: best approximation, exact inequalities, Hilbert space, expansion unit, group
unitary operators.

Пусть Си 15 (13 р < ©) пространства 2х-периодических функций

#: В -> Кс соответствующими нормами || [си || {| „= ИР. Пусть Х = С или

Х =Г.. Как известно, модулем непрерывности функции ГеХ в пространствеХ
называется функция |

OEOK ріїADthe 120;
ust

авеличина|

Е (6 №х= int | f= 7 Ix

называется наилучшим приближением функции ГРЕХ подпространством Мо ОХ.

«Для найлучших равномерньх приближений . непрерьівньїх  27-периоди-
ческих функций тригонометрическими полиномами порядка не выше (п - б В
1911 году Д. Джексон [1] доказал, что

Е СР, Tye < Х of1.2 (n= 1, 2,...),

n

где константа х не зависит ни от функции №, ни отп. Эти, а также аналогичные

им соотношения в других функциональных пространствах и с модулем

гладкости любого порядка известны в теории приближений как теоремы(или

неравенства) Джексона.

Первое точноенеравенство такого вида было получено Н.П. Корнейчуком

в 1962 году [6], который доказал, что
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ВР,Ти) є 46) , пе1,2,..
п/с

Точные неравенства типа Джексона в пространстве І, полученьв 1967 году
Н.И.Черных[9; 10]. Им, в частности, было доказано, что для любой функции
Р из Ї2, которая не является константой (с точностью до множества мерынуль),

имеет место неравенство

1 Tt
Ef.Tn, < Р off n=1,2,... , (1)

La
n

1
причем для произвольного фиксированного п константа Р неулучшаєма.

В упомянутой работе Н.И. Черных [9] в качестве промежуточого

результата получено также неулучшаемое неравенство

п

Е? (ЕТЗ <7 Jo°(£.0),sinntdt, (2)
0

представляющее и самостоятельныйинтерес.

Аналогичные результаты для наилучших Ё2-приближений функций

Роє 1.2) целыми функциями експоненциального типа с получены

И.И. Ибрагимовым и ФГ.‘ Насибовым [5], а также, независимо,

В.Ю. Поповым[7]. В.Ф. Бабенко и Г.С. Жигановой [3] были получены точные

неравенства типа Джексона для наилучших 1.2-приближений функций Ёе Е›(К)

частными суммамирядов по системе вейвлет Шеннона-Котельникова.

В ряде работ М.Л. Горбачука, Я.И. Грушки и С.М. Торбы[4; 8] были,в

частности, полученынеравенства типа Джексона для наилучших приближений

элементов гильбертова пространства целыми векторами экспоненциального

типа некоторого оператора. Однако, утверждений о точности констант в

полученных неравенствах в упомянутых работахнет.

В данной работе мы получим точные неравенства типа (1} и (2) в случае

приближения элементов гильбертова пространства подпространствами,

порожденными заданным разложением единицы и укажем условия точности

полученных неравенств.

Пусть Н - комплексное гильбертово пространство со скалярным

произведением (.,)} и нормой || - || з JC), в котором задано разложение
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единицы, То есть однопараметрическое семейство проектирующих операторов

E, (~ 0 < 5$ < 9), удовлетворяющее условиям:

ПЕ, Е, =Е, где $ = тіп {u, v};

2) Ехо =Е, (-® <$ < о) в смысле сильной сходимости;

3) Е»=0, EL,=1

Будем рассматривать оценки наилучшего приближения элементов Ге Н

подпространствами вида

с

Ма [ЧЕ : ВЕНр, ©>0,

т. е. величины

(Г) = inf Ife

Заданное разложение единицы порождает группу унитарных операторов

[2, $ 73]

Uf= fedEf,  (0<t<o)
—®

(интеграл в правой части - это операторный интеграл Стилтьеса).

Для {> 0 определим функцию @ (f, t) = sup||U;f—Itl], которая является
[5

естественным аналогом модуля непрерывности функции Тиз пространства Ly.

Теорема1. Пусть7 є Н. Тогда для любого є ? 0 справедливо неравенство

М, и
1 с’? 2,Eo (f)< =| = ПОЕ-ЕР sin(otydt} (3)
212

Если разложение единицы таково, что для любого положительного є

Евче "Бо 7 0, то неравенство (3) является неулучшаемым.

При доказательстве этого и последующих результатов будем использовать

модифицированныйметод изложенныйв [9;10].
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Доказательство. Элемент ГР гильбертова пространства Н представим в

виде = [ЧЕ . Тогда имеем
—©

ЕВ = [d(B.f.£). (4)

Рассмотрим разность

U.f-f=- fa —e)dEf

о

WUt-fIP= fil-e“P a@Bf,f) =2 [(-costs)d(B,f,f) 2

22 [a-costs)d(E,£.f) |

Таким образом, учитывая(4), получаем

|| U f-f IP >2 E2()-2 |cos(ts)d(E,ff),

BOs SUUEFIPож,
с

Умножая обе части последнего неравенства на функцию $11(00) и интегрируя

= . д
обе части полученного неравенства по промежутку СА , получаєм

с1

% га
[ОЕ(а <> fil Ut -£ |? sinfotydt +
0 0

Yo
+ | [sin(ot) cos(st)d(E,f. fat. (5)

Ос |

Рассмотрим последний интеграл:
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7 ія о
[sin(ot)cos(st)dt d(E,f,f) = 5~ [sin(o +s)t + sin(o— s)t]dt \d(E,f,f) =

с 0

8
о

 - fi 4 наобо (ВИР) =
22 G+S С-5 o+s с-8

неосе(E,f,f).
(o—s)\(o+s)

1 Sh 26
Если $ > с, To —|1+cos— |—-————— < 0, nosTomy sBropoe cnaraemoe в

(o-s)\(o+s)

неравенстве (5) неположительно и

у 5

Be ()< |8 | U,f -f |? sin(ot)at
777122

Осталось доказать точность данного неравенства. Для зтого рассмотрим

ненулевые элементы пространства Н

«НЕ

foc= [ABE
с

где с - фиксированная величина, а & — произвольное положительное число.

Тогда, согласно определению fa

боже

Во З feet)

O+E

Il Ur foe— foe |? = 2 E2 (fo) -2 foos(ts)d(E,f.£).
с

Повторяя приведенные выше рассуждения, но уже для элемента БК: Е Н,

получим

я оче %
Йоfoe I? sin(otydt = 2 BS (fos) = -2 ] розиода d(E,ff).
0
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Рассмотрим интеграл в правой части последнего равенства

С+Е и

{| Jeoscst)sin(ot)dt |d(E,f, f) =

се coss% coss%

-1 | 1, т ly ВЕР.
2 $ 6+3 o+s O-S 96-5

Покажем, что подинтегральная сумма является бесконечно малой величиной

при $ —> (то есть, при  -> 0). Очевидно,что

1+ сову.
ие -» 0, при5-»сє

o+s

1+ совУ
с“

o-s
~K [- — 0, приз с (К - соп$0.

с

Следовательно, отношение

| (fo)
 

vy %
о .

5 ЛО.||’ sin(ot)dt |

1
при достаточно малом = как угодно близко K —=, что и доказываетпої

1
неулучшаемость константы —= в неравенстве(3).

2

Теорема | доказана.

Следствие. Пусть А — самосопряженный оператор, порожденный

заданным разложениемединицыЕ, (- © <з<оэ). Причем АЇ є [sdf . Тогда
--0
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для любого натуральногот, любого є ? 0 и произвольного Ё е РА") справедливо

неравенство

У и
Es (f) $< —= 2 > Л U(A'L)-A'f |? sin(ot)dt |. (6)

0

Если разложение единицы таково, что для любого положительного є

выполняется Ес-+ь — Ес = 0, то неравенство является неулучшаемым.

Доказательство. Доказательство утверждения непосредственно следует

из доказательства теоремы 1 и цепочки неравенств

Е2 (= [9(В,,Г) = [--4® рук [df= + Ra<
с 5 327 $ сі сеї

с

a
k

1
SF
с

| U, (ATE) ~ A'F|]? sin(ot)dt.

в
і
й

=

Для доказательства точности данного неравенства рассмотрим ненулевые

элементыиз области определения самосопряженного оператора О(А')

Ore

- №.Е,

где с — фиксированная величина, а є - произвольное положительное число.

Такие элементы всегда можно найти, поскольку Ес+ё — Ес # 0 и область

определения оператора ХА") всюдуплотнав Н.

О+Е

ВІ (А) |Вооо) < (о +8)" Е(foe).
б

Следовательно,

Es (fo)
 М

5 fi ОСА,А", ll? sin(ot)dt
0
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М ВАЄ) М
> 7 >

(вче)? 5 ЙоСАЗА"|? sin(ot)dt
0

 

21 4-9, ec .
2(©+=)" 26 o+ 2re

Поскольку = может бытькак угодно близким к нулю, неравенство

|
iy %
о’?2 ПОАТ-А"sin(ot)dt
2. |

1 1
E, < —= —OS BS

является точным.

Теорема2. Для произвольного злемента/ є Н и любого є 2 0 справедливо

точное неравенство

охpal02) 9
Если разложение единицы таково, что для любого положительного є и

произвольного натурального у Вин з Ез = 0, то неравенство (7) является

неулучшаемым. ВВ
Доказательство. В силу равенства (4), а также определения функции

© (Ё В иеё монотонности, можемзаписать

а %lo’?. lo п}. 1 т
EF; (f) < 57 ооо”(да < 25 ет) Їнмооаі = 5 on],

Перейдём к доказательству точности неравенства (6). Рассмотрим в > би

точки на полуоси уд и уб + $, УЕМ. На каждом промежутке [ус; уд + =], уЕМ

выберем элемент Т.Е (Еж +,Еэ)Н с нормой|| Е» || = 1. Построим элемент

С РІ &fsinoveва У вне,леоу

Так как элементы Ё» имеют единичные нормыи ортогональныдруг другу при

различныху,то
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Е? (в) = 1узом)

ПЕ OV
 

ИИЕЗЕ= 2 [О-о-У|а- cos(ts))4(E,F,F) =
У=1 yo

 

2
2% sin OVE

=—(1 — cos(t&* )) где УС «БУ «УСНЕ.
Te су

д 2n
Зафиксируем с и, задав & (0 <= < —), построим четную ---- периоди-

с с

ческую непрерывную на всей числовой оси функцию

t

 

1---, O<t<2e,
5 (8, 5 = 25 | т

0, 26 <Sts—.
с

Функция 8-(5, разлагается в ряд Фурье:

| | ЖЕ: зіпсує р. a

Te
причем. 2 (5, 9) з 1, 8 (Є, - )7 0,Отметим-также, что |

ve нае. би 1. : . -

 

2.

sin OVE

ov
tz (є, 0) - 8 (є, 0| є 2X4.ote)

Тогда

I U.F-FIP ~[a(e,0)-g¢¢,0] =

 

о . 2

=|2У leos(vat) — cos(t&> Ifaa
ovTE ny  

Поскольку

 

| 2(зіпсмє 1 Е 1 Є

г? => су | 2 C ) n) 2 л

то
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а, 41-52) —|}-=
B®) | 2) 00 2 я

1
Устремляя =-0, получим —7——х > _—, что и доказывает утверждение

4

off,=

теоремы.

Теорема2 доказана.

58

10.

Библиографические ссылки

Джексон Д. (Jackson). Uber die Genauigkeit des Annaherung stetiger Funktionen
durch ganze rationale Funktionen gegeben Grades und trigonometrischen Summen
gegebener Ordnung ~ Diss., Gottingen, 1911.
Ахиезер Н.И. Теория линейных операторов в гильбертовом пространстве./
Н.И. Ахиезер, И.М.Глазман. - М., 1966, -- 343 с.
Бабенко В.Ф. О неравенствах типа Джексона для найлучших 12-приближений

при помощи вейвлет / В.Ф. Бабенко, Г.С. Жиганова, Л.С. Новикова// Вісник

Дніпропетр. ун-ту. Математика. - 2006.- Вип. 11 - С.3 - 8.
Горбачук М.Л, Прямій обернені теореми в теорії наближень методомРітца/
М.Л. Горбачук, Я.І. Грушка, С.М.Торба// Укр. мат. журн.-2005. — 57, №5. —
С.633 -- 643.
Ибрагимов И.И. Об оценке наилучшего приближения суммируемой функции
на вещественной оси посредством целых функций конечной степени, /
И.И. Ибрагимов, Ф.Г. Насибов // ДАН СССР. - 1970. - 194, №5. - С. 1013-

1016.
Корнейчук Н.П. Точная константа в теореме Д.Джексона о наилучшем
равномерном приближении непрерывных периодических функций /
Н.П. Корнейчук // ДАН СССР.- 1962. - 145. - С. 514 - 515,
Попов В.Ю. О наилучших среднеквадратических приближениях целыми
функциями экспоненциального типа / В.Ю. Попов // Известия ВУЗов.
Математика.- 1972. - 121, Хо 6. - С, 65 - 73.

Торба С.М. Операторний підхід до прямих і обернених теорем теорії
наближень: автореф. на здобуття наук. ступеня канд. фіз.-мат. наук - 2007, --
20 с.
ЧерныхН.И. О неравенстве Джексона в [.› / Н.И. Черных // Труды МИАН.-
1967. -— 88. —С. 71 - 74.
Черных Н.И. О намлучшем приближении периодических функций
тригонометрическими полиномами в Г. / Н.И. Черных // Матем. заметки. —
1967.—2, №5.- С.513 - 522.

Падійшла до редколегії01.04.10


