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ПІДСУМОВУВАННЯ ІНТЕГРАЛА ФУР'Є ТА СПРЯЖЕНОГО
ІНТЕГРАЛА ФУР'Є МЕТОДОМ Г.Ф. ВОРОНОГО

- Уестановлені достатні умови про підсумовування інтеграла Фур'є та спряженого

інтеграла Фур'є методом Вороного.
Ключовіслова: інтеграл Фур'є, метод Вороного, підсумовування.
Установленьт достаточные условия суммирования интеграла Фурье и

сопряженного интеграла Фурье методом Вороного.

Ключевые слова: интеграл Фурье, метод Вороного, суммирование.
The sufficient conditions under which the Fourier integral and conjugate Fourier integral

are Voronoi summable are obtained.
Key words: Fourier integral, Voronoi method, summability.

1, Нехай функция /(и) і р(Г) інтегровні на кожному скінченному проміжку

[0,4], А»бі 50= [f(wdu , Роу) = [рае
5 $

о

Кажуть, що інтеграл |f(u)du тидсумовуваеться методом Г.Ф. Вороного до Г, або
$

скорочено (МУ, РІу)) - поновити до І згіднозПпі якщо

 Jimаг) == lim- Чро-wf(udu==limges[eo w)s(udu= і»
Р(у .

Інтеграл фур!270.функий/f(Ne Шов;т),ізгіднозІ2),є

Чидомохмny
спряженийінтегралoeSO | a |

—сJrosinweue | | | (2)

Введемо позначення:

p(t) =fern2109. и) в Осі) - 02 - 0),

9, (t) = Taafeи)“ (udu, a>0,

y=fi-w"'vw, a>0 BOAO =то|pplu)ara,
Г(а) і

_ cos(y м)! |
Во.) =iy[00ae

Означення 1. Якщо для © > 0 та інтегрованій за Лебегом функції Ки)
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коfe- пуб" Р(ди зо), Konut—0,

то кажуть, що Б(7) є (С, ()- неперервною у точці/ с 0.

Відомо, що якщо Ё(и) неперервна (С, аг), то вона також неперервна (С, В)

для вах В>а.

Означення 2. Будемо казати, що точка Х для якої функція /(х) визначена,

буде К, -регулярною, якщо ФГ) /(хі) /(х-1)-2Л/() є (С,а)-
~

неперервною; буде K,- регулярною, якщо w(t)h= /(х-1)-/(х-1) (є

(С, а) -неперервною та

F==aindt = «ной
lim п

існує та скінчений.

Означення 3. Метод підсумовування називається А’, -ефективним, якщо він

підсумовує інтеграл Фур'є функції /(х) до відповідного значення у всіх К,-

регулярних точках; К, ефективним, якщо він підсумовує спряжений інтеграл

Фур'є функції /(х) до f(x) у всіх Кат регулярнихточках.

Доведена слідуюча теорема.

Теорема Регулярний метод (М, p(y)) буде К„ та К„-ефективним,

0 « а 41, якщо двічі неперервна диференційована функція р(Т) задовольняє

слідуючим умовам:

УрО«СОЇ о о)

Пра«СРО ay
0

У

РО» -Ір"«СРО005 (5)
.0 й .

МР Р
peoШ<С.Ро (6)

1 у

де С - додатня константа, яка не залежить від у, р(0) «0.

Для інтеграла Фур'є маємо:
у (о - у

50=- JeuJf(t)cosu(t—x)at = + [Oat foosu(t = x)du =
я Я 7, б

sineex) sina sinа
  

fp4=* усно) dt =~бенооор)я Ї По По
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Для спряженого інтеграла Фур'є:

S(y)= += fafy(#)sin u(t —x)dt =~"1раїfxn u(t —x)du =

== froнем3 аУсноfx-ypcceatp=fa
 

 

Нехай =F|[робии, 70)= a5ково- мам.
Ми маемо

2(у)- /(х=F)ГрадудамоГобfocfood =

=
Р(у)

рибПлоскогоотит—f(x)==peeutа

род|50 - м - /0О|ди з

2
t
e
e
,

“Fon!

sin(y и)
РОпои0-2/(хорифа

sin(-иay[MOfeya
Інтегруючи частинами, отримаємо:

t(y)-f(x)=

du = року, рае,

че (Д CAG= at|РОи)созшаи + вре =1 +Р.zo|sn jee i+;

Для спряженогоep

#(y)- FQ) = б:Зрадбоз u)du~ f(x): о7Градсови -

“Fo7раїбони) Родди з

оa
т[РодыfvaFOу. -мов:паї.
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Інтегруючи частинами, отримаємо

Т(у)- (у) з

W(t) p(tdt и u)sinutdu + У.)=1 +1..“an фол РР )

Допоміжні леми. Тут і далі ми будемо вважати, що умови теореми

виконані.

Лема 1. Якщо двічі неперервно диференційована функція р(у) задовольняє

умовам (5)1 (6), тоді

То -

у

Доведення. Покладемо М/(у) = |(y-
5

   РФ= ofP02) = o(P(y)). СП)

= O(P(y)),           

інтегруючи частинами, отримаємо

[o-o|p"@lat = |поOPOOF _Ua+ fee
0

 da, і результат випливає з

6.
Лема 2. Якщо неперервно диференційована функція р(у) задовольняє умовам

(4) i (6), Toni

Драм= of70?) 0(P()) (8)
0

Доведення. Покладемо /(у) = йРда = О(Р(у)

інтегруючи частинами, отримаємо

f р’ у 7
[Ра = | р ( ) dt = (y) + fe dt = о20) за умовою (6).
0 61 у 5! У

Лема 3. Якщо РІу) задовольняє умову(6), тоді

 

» P(t
а«СРО (9)

Це випливає з умови(6) і з нерівності --

У у

peodt < (Pol dt
t 1

Розглянемо

I=- РОоup(y—u)cosutdu та

~

І з Foy.сх09ан|Jou)sin utdu.
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Ми маемо, що
У У

  

 

 

1
up(y—u)cosutdu ta — up(y —u)sinutdu

Po! | aP(y) |
є дійсна та уявна ‘serraфункції

R(y,t) =- up(y —ujead (у-ирие"аи =
то5| своdgao!
e ¥

(y-u)p(uje™du. (10“wo!
Наша теорема буде доведена, якщо ми покажемо, що

limT = lim |g(t)R(y, Hat = 0, (11)
yoo yon і

де g(t) = o0(1), komm t > 0.

і

Уд в

= Г +Г+Г Фа=Т +Т, +Т,.
5 Її 5

Ми продовжимо оцінювати ядро (10).
Лема 4. Ми маємо

НО.)= OY),

Дійсно ОО є
 

 

yo a! |

ЯРОСу.[ЮмрожиоПроди 00

за умовою регулярності методу. |

Лема 5. Якщо двічі неперервно диференційованафункція""р(у)задовольняє

умовам (7)i (8), TORI

[u(ywea= (PCW)
равномрно по t Ona t 2 8 > 0, Ona фксованого 0.

Двічі інтегруючи частинами, отримаємо

Граду -лдечай = - Р(0)у -РОДе" | р'(буу 1 p(9) _

it р ` Р ?

1%, и 2?
"и [р (u)(y —uje™du + я [p'we™du.

0 0

За умовою леми ми маемо

у У |

о(Р(у)) = [(v-w|p"wldu 2 [(y-u)p"wdu

 

- wo - yp"(0) ~ fup"(u)du| =
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у

=|yp'(y) — yp'(0) ~ up'(u) |, +Гра >

 

                 

2 |ур'(0)-|РО)) - рб0)| 2» |ур'(0)| є С(РСу))- р) - PO) - о(Р(у)) | (12)
Далі

0

радо-uje™ du «бояр. = Me(wa.
 

 

таким чином за умовами(3),п лемою 1, лемою2 випливає
у

[ру- шемаи = о(Р(у))
0

Залишається знайти оцінки для ядра (у, Г) у проміжку (1/ У, 9) . Щоб зробити

це, ми спочатку розглянемо [Роу — и)е""ди. Покладемо
0

PO|=rOs RO)= freddu;s VQ) = [рии И) =.
0

Ми маємо

рейку-аетам зJ “f aX 4X

Toni

|х|= [pwnwed ¢ Продам <|p(w)|du = ж)

 

Далі, інтегруючи частинамидвічі

             

 

Ao! є и р е', gy ; t и wht І
Ха Граду -пде ди=- - о - — +5

1

i

11 г 22
вГр»—uje™ du + az [o'we"du.

1
;

1 Й

Так що, якщо А-стала, що не залежитьвід у 1 /,
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Arh er)|<45 У

 

Ai)
У результат! ми маемо

 

  

  

+|p(y)|+y j(y—w)|p"(w)|du +21ради |

! t

  

 

   

ОО)єРОУро-ие"аи < ADM, (v0),

де

жо |
M(y,t) = RO) ; М» (у,тодУТ)

- У 1 -. 1 1) ry),
M3.) = водій М (у1) В; M,(y,t) = ERG)’

 

4
M(t) =TAO-7)|

МузRODol"(y)-И
Доведення теореми. Почнемо оцінювати кожнийз інтегралів 7,, і с 1,2,3. За

лемою 4 і означенням 2`
1

= Їхо -ябогаї «0 у |сзаї |- обі).

За лемою 5: Г; = [мода =Даа = 0(1).

Для оцінки Т, нам достатньо показати, що ГмДубаї є М для і «1,2...
i
у

Для і з | ми маємо за умовоюМ

 

  

б

ім (дай а alittle=(9) ав «С.

, yi й
Jia i= 2

бб б

M,(y,t)dt =—2— (4a = Гол РО<с.
) (030) RotО "ОГ vs
У у 5 б
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за умовами (3) і(6). Для і 3 за умовою (8)

41

[м (УД=an | й б dt =——Про <С
27 Во) Г У) ти
y у б

Jina i = 4 ми маємо

 

 

 

  

1
8 1 0) 1 ›

[M,(y.0dt = ——[at = [r(s)ds <1.
1 і 1

у у 5
Для і «5

json2У

 

уLys20Оп) за

            

i вот” ROL thr ROM 8) RO)

‘ (3).

Для із б
б 1 б т

фо,dt =aО“< УЛ

у у

Інтегруючи частинами, отримаємо:

їм, (у, ай « ко Во-р",
У

а це обмежена величиназа умовою (5).

Jina i= 7, aki gna i=6, maemo

й | р? Wide 1
IM,О.=оо=aOrуся з
У

  

кое"OR
а це обмежена величина за умовою (4).

=|s|p'(s)|ds,
RY) 3

Нам залишаеться показати, що

і з jeeB(y,t)dt =o(1), yo, iT, = [2280.00 = o(1).
0

0
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Взявши довільне &>0, шдберемо б>0 таке, щоб при 0«1Х6 буде

ф() « є "І. Тоді

+

<
!

о о t

(22Bonnar = +f ВКопаЕ +И,+1,.
9 б

N
e
e
y

OF

Так як В(у, І) - О()), то

1

<
!

¥

1, =O yea з | у ой): а - обі).
0 0

  

т, -РОееи) sin(y —u)tdu =
ПРzo. го |plu)du |- sin(y —u)tdu = o(1),

npud<t<o, 0<и<у.

Так як ee

б

 sin(y —u)tdu = o0(1) рівномірно відносно u, то Г, =0(1) при

у- о.

  

| я

Дал! за лемою 6 Bo.) =ofBlo) такщо I, =O 1ге

  

  

 

о
tP(y) POY) i | MEA

Ми маємо my a | . , : |

Ро,Же г "кое РСв
PCY) | г) РТИ МЛ. PO) E и  

 

 1:
у у б

Таким чином ми маємо, що /, с 0(1), коли y >©.

Аналогічно доводиться, що Ї, = 0(Т), коли y — 0,

Теорема доведена.
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