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Доведено теорему про слабкі поперечники кулі у просторах відображень зі

значеннями в лінійних нормованих просторах. Наведено приклад" застосуванняцієї

теореми.

Важную рольв теории приближений играет введенное А.Н. Колмогоровым
[3] понятие поперечника множества в нормированном пространстве,

позволяющее сравнивать аппроксимативные свойства подпространств заданной
размерности. Напомним соответствующие определения.

Пусть Х — линейное нормированное пространство над полем вешественных

или чисел, М < Х - некоторое множество, С — подпространство пространства

Х. Наилучшим приближением элемента Ге Х подпространством Св метрике
пространства Х называется величина

E (f, G)x = inf|| f-glix . (1)
geG

а наилучшимпприближением множества М подпространством О- величина

uf

вим,GymsupE (ах. (2)
"Рем ‘ : | ‘ `

Соотношением , че що be

М d, (M, X) = int НОМУ (3)

определяется п-поперечник по Колмогорову класса М в пространстве Х.

Подпространство @, реализующее inf B правой части (3) называется

экстремальным для класса М.

Пусть Си 1, (13 р < оо) пространства 2л-периодических функцийГ: К -> В

с соответствующими нормами|| [си || Г] L, =|. Через \\,(г=1,2....; 15 р < со)

обозначим. класс функций ГЕС таких, что производная #“” локально

абсолютно непрерывна и Е9 | <}. В [3] Колмогоровым установлено, что
р

фо(\",1,)= iг

и экстремальным  подпространством является  пподпространство Тор
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тпигонометрических полинсмов порядка нс выше п-т. В дальнейшем многие
математики изучали задачу вычисления поперечников различных классов
функций в различных функциональных пространствах. По поводу изложения
известных результатов для классов периодических функций одной переменной
и дальнейших ссылок сошлемсяна [4 6; 8; 9].

Отметим, что при получении оценок снизу поперечников по Колмогорову
во многих случаях использовалась следующая теорема о поперечнике шара.

Теорема 1 ([6,с. 342]). Пусть Х,,, -- (пні) - мерное подпространство

пространства Х, В — шар радиуса р в Х,„„, т.е. В, = Їх € Xa, хі, <p}.

Тогда

4, (В,Х)=р.

Теперь обратимся к задачам аппроксимации функций, значения которых
принадлежат заданному линейному нормированному пространству. Пусть О -
некоторое множество и Х — некоторое линейное нормированное пространство

функций {Е ; О -> К с нормой М. Будем предполагать, что Х и |. обладают

следующими свойствами:

1) xe X=>|x/e Х;

2,=:
н |toto | 1H

3) Їх=,=,
Отметим, что в качестве Х можно взять ‘пространство функций х : 0 -» Р,

непрерывных на компакте О, с нормой Ix. = max |x(t), а также любую

идеальную структуру [7, с. 59]. Пусть также задано линейное нормированное

пространство У. Рассмотрим произвольное линейное пространство L

отображений Г: О —> У таких, что функция | ко. как функция от переменного

te О, принадлежит пространству Х. Через Т, (©, У) будем обозначать

пространство Г. с нормой

=А,

Рассмотрим два примера.

1. Пусть О — метрический компакт, У — произвольное линейное нормированное

пространство, 1. = С(О,У) — пространство непрерывных отображений Г: О > У

с нормой

|= max {Htc, te 0).

Это пространство получается по описанной выше схеме, как пространство
Lea) (Q, У), где C(Q) - пространство числовых функций Г: О —>R,

непрерывных на компакте О.
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2. Пусть Q - пространство с мерой, Г. = г, (©,У) (1 <р<о) - множество

интегрируемых по Бохнеру функций Ё: О > К с конечной нормой

|=fei,ae

Это пространство получается по описанной выше схеме, как пространство

Г©(©, У), rae L,(Q) - пространство числовых функций f : Q > R,

суммируемыхв р-йЙ степенина 0.

Задачи аппроксимации функций из Г. х (0, У) и подмножеств пространства

L,(Q,Y) подпространствами могут быть поставлены аналогично (1) (2).

Пусть С - подпространство в 1..(О,У), Гє І..(О, У), мег, (0,У).

Наилучшим приближением функии Г Е 1. (О, У) подпространством С в

метрике пространства І «(О, У) называется величина

Е (f, G) Ly (Q,Y) = inf | f—g И з : (4)

а наилучшим приближением множества М подпространством С — величина

FEM Ч) до= SP ECG)con -
ем

>

Отметим,что если пространство У`бесконечномерно,тов 1., (0, У) даже

самые простые подпространства, скажем подпространства констант
(постоянных отображений), будут. бесконечномерными. По этой причине для
сравнения аппроксимативных свойств некоторых совокупностей

подпространств пространства L х (0, У). в работе [1] были введены понятия

слабой линейной зависимости и независимости элементов этих подпространств,
понятие слабой размерности и понятиесоответствующих (слабых)

поперечников. Напомним эти определения.

| Определение 1. Пусть в ст,(О,У) - некоторая совокупность

элементов. Будем говорить, что элементы {h, } являются слабо линейно

зависимыми (или уу - линейно зависимыми), если для любого ненулевого

функционала Се У’ числовые функции (С.В, )ЕХ являются линейно

зависимыми. В противном случае элементы Ву назовем слабо линейно

независимыми.

17



Определение 2. Пусть С - некоторое линейное подпространство

пространства L,(Q,Y). Будем говорить, что С имеет слабую размерность п и

писать уу-Фітт Ое-п, если ти " |

1) найдутся п элементов в С, которые слабо линейно независимы;

2) любые п+1! элементов в С слабо линейно зависимы.

Примером подпространства слабой размерности п в L,(QY) является

совокупность

G= {Seow ук Є У],
ks!

где (ф. (Є), (0) - линейно независимьіе функции из Х.

Определение3. Соотношением

w-dim G=n
4", (м, 1(0,У))= Ш ВМС) Ly (Q.Y) (4)

определяется слабый п-поперечник по Kommoroposy knacca Mc L,(Q,Y) в

пространстве Х. Подипространство @, реализующее шР в правой части (4),
называется экстремальнымдля класса М.

Пусть Diss Pray > линейно независимая система функций из Х и пусть

С,= зрап {ф....Ф,и}, Взи, = 8е0,.1 89], <р}р>0. Дия
‚произвольного уе У,У] = положим

 

CO, = ff = т.(0,%)-К9 = a(t) гу, 89< о.

 

 

Ви, = if € Г. (С,УЖО= a(t): у, в) є На, в], Pa рі С | а

Следующая теорема является для слабых поперечников аналогом теоремыо
поперечнике шара.

Теорема 2: Для любого пеМ, любого р>0 и произвольного

уєУ, У, з
АВЇх(0, У))-р.

Доказательство. Неравенство

d”. (BY,.Ly(QY))}<p

очевидно. Докажем неравенство
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ав(0,У))2 р.

Возьмем произвольный  функционал  Еє Y такой, что ІВ = и

Е = =] (как хорошо известно, такой функционал Е существует}.> ly . і у J 7-1)

Отметим, что

(Е.Н) = {(F.():2(t) € G,.,} - ous

(п-+[) - мерное подпространство в Х,

(Е.В.,)= (Р.Е): Ре (О,У):= #0-у,8@е„в, р}=

  

зві ех:в 0], <р} —.

    

git)

шар радиуса р в Н,...

Пусть С, - подпространство пространства Ё„(О,У), имеющее слабую

размерность не выше п. Рассмотрим подпространство

(вн, у(Е,в(9):є С,|

: пространства Х, котороє в силуопределения 2 будет иметь размерность не
вышеп. 2 ню ор бот НН

Для любого К® е В’. вида Б) - с(І): у будем иметьпр

ПАКО - ВКЛ= шеОВОД, >

(РКО - Во], =Е(В.О) (ВВФ)| -

 

2 inf |
heG,

  

= inf КР,у)кі- (Р.О) |№
«РС,

Следовательно,

рВЕКОВ|2supЙомк

E(BY,,.G,)  2E(B,,,,.(F,G,))
У

Lx (QY) x

19



4,в, 7 Ly (Q, У)) 2 4, Вно ,Х) = р

(последнее соотношение справедливо в силу теоремы 1). Teopema доказана.

В качестве приложения теоремы 2 найдем точные значения слабых
поперечников одного класса отображений в сепарабельное гильбертово
пространство Н. Пусть Н - сепарабельное гильбертово пространство со

скалярным произведением (...) и нормой | . |}, . В пространстве Г,н =Ё>(0,2],

Н) интегрируемыхпо Бохнеруна[0, 2ж] 2п - периодических функций Г: В > H,
для которых

Зк

кор <,
0 .

введем скалярное произведение

(Ре) з f(f(),g(ydt

и норму

_ Наилучшим приближением . функции Г, є 12 (0, Олі, Н)
7 подространством бо 12 (Ї0, 2л|, Н) назьшвастся величина пе

E(f, Gan = inf Р-н,
geG

а наилучшим приближением некоторого класса функций М с Lz ([0, 2x |, Н)

подространствомС - величина

ЕСМ, бузн є sup E(f, Gu.
Гем

В качестве С будем использовать множество ТН, обобщенных

тригонометрических полиномов порядка п-! вида

А,Ty (t) = 5 
nel

+ >’ A,coskt + B, sin kt, А‹,В,ЕН.
kal

Каждой 2п — периодической функции Г, принадлежащей Lz ({0, 2x], H),
поставим в соответствие ряд, который называется рядом Фурье данной
функции
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f(t) ~ Sts YAcoskt +B,sinkt (5)
kel

где
2х

А, = 1 [foosktdt, B, = 1[повозке ke моно)
т 0

по

Известно, [10, 8 5.4.9] что для функций ГеЦ,([0,2*],Н) имеет место

равенство Парсеваля

17 2 1 2 С 2 2кої ЗА «УТА, P +4 By AP.

Кроме того

E* (f, TH,on =H f= so) 112%. А,+В, |, (6)
ken

где 8, (Б, ) - частная сумма nopsaKa n-1 pada (5).

?
Пусть задана числовая последовательность A= {A, Suen Такая, что

[А

элементов из Ї є Ї., (Ї0, 2л.|, Н) таких, что

  

карке М, и |^,|>%® при К >. Через И^ обозначим класс

mnАР+B, гра

Имеет место. теорема.

Теорема3.Для произвольного її є ХК

ах(WL,(оджуну)а и|

Доказательство. Имеем для любой функции Ї є М".

ОТоноэВ ВА, Рив, 7)

2

=2>(VA, PF з В, ros> ShiaaD (ia, P +B, PE az,
ken Ay
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откуда следует нужная оценка сверху для поперечника

Яav(w®,L, фоалуну)є

 

hy  

Для получения оценки снизу заметим, что для любого

тригонометрического полинома вида

Т, (9 = РонАвові +B,sinkt, A,,B, € H,
k=l

будет

УААРРОЛВАГ)
H
2n+

з -

Так что шар радиуса In. | в подпространстве Т›„., слабой pasMepHoctu 2n+]

пространства  1., (Ї0,27),Н) содержится в классе ХУ". Всилу теоремы 2

получим
1

ha  
d®,(W*,L, ({0,2n[0H)}>

Теорема доказана.
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