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ДРУГИМИ КЛАССАМИ |

Для степенв К<г самоспряженого оператора А, що діє в гільбертовому

просторі Н , знайдено найкраще наближення класу елементів, таких, що (АК <1,

класами елементів, для яких |Ax

  

 

 

<N,N>O.

Пусть Х - линейное нормированное пространство, В - некоторое
множество в Х ихЕХ. Величину

B(x.B), ик,
где | - | — норма в пространстве Х, будем называть наилучшим

приближениемэлемента хе Х множеством ВСХ. |
‚ Пусть Е,О — выпуклые классыэлементов в. Хи М >0 - некотороечисло.

Множество NQ ={Nx: x є 0) будем называть гомотетом класса Q с

коэффициентом гомотетии м.Величину.

Емозро),зніс
будем называть наилучшим. приближением класса Е гомотетом NO.

Задача наилучшего приближения класса Е гомотетом. МО состоит в

вычислении величины(1).
Задача приближения класса классом тесно связана с неравенствами типа

Колмогорова [2,5$ 7.3 - 7.5; 3;51.

Через L,2(0 ), rel} , обозначимпространство всех функций xéL, (0 ),

(r- 1) я производная которых локально абсолютно непрерывна и г-я

производная принадлежит пространству [., (0 ). Через М(0) обозначим

9 <I}.
2

ак

Для оператора дифференцирования А = Зб наилучшее приближение класса
t

  множество Їх є 500) хх

Е=\(0) гомотетом класса О =\;.(0) с коэффициентом гомотетии

М>0 в пространстве L, найдено Ю.Н. Субботиным и Л.В. Тайковым [6] в

1968 году. Ими доказано,что в этом случае
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k К) кK{,_*
ror).E(F,NQ)=+\—2
NE.

Пусть Н - гильбертово пространство со скалярным произведением (х,у) и

нормой |х|= (х,x); А - линейный, неограниченный, самосопряженный

оператор в Н; Р(А) - область его определения; К,г - натуральные числа

(к < г) . Мы будем рассматривать задачу наилучшего приближения класса

Е= мА") = (а є (АРК ) : Jaці < 1 гомотетом класса

Q=wn(A")= {x eD(a"):

которая состоит в вычислении величины

БР)вирбolіяpeal9. ®

А"х
 

   

<! с коэффициентом гомотетии М>0,

операторов[1, $$ 67,75, 88].

Разложением единицы называется  однопараметрическое семейство

проектирующих операторов Е,, ‘заданное в ‘конечном или бесконечном

интервале [о,В] (если интервал [о,В] бесконечен, то, по определению,

принимается Е,, з» йт Е,, Е. = ШиЕ,, в’смысле сильной сходимости) и
ою; toa

Приведем некоторые сведения из спектральной теории самосопряженных

удовлетворяющее следующим условиям:
a) E,E,=E, Vu,ve[a:B},rae's= min{u,v},

6) в смысле сильной сходимости =‘ з мо

EL =E (а«і«В) ©

в) Е, =0, Е; =Т (1 — тождественныйоператор: Ix =x Vx eH). —

Полагаем Е, =0 при 159 и Е, =Тпри 1>В. | |

Согласно спектральной теореме каждому самосопряженному оператору А
соответствует разложение единицы Е,, {ЕП , которое называется разложением

единицы, порожденным операторомА, такое, что имеет место равенство
о

A= | МЕ,,
-оо

которое называется спектральным разложением оператора А.
Приведенный здесь интеграл — это операторный интеграл Стилтьеса

[1, 5 72).
Вектор х принадлежит Б(А) тогдаи толькотогда,когда

о

J t?d(E,x,x)<oo.
-00

При этом, если хер(А), то
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Ах = | tdE,x

Wax = | а(Е,х,х).

Для произвольной степени AK (k =1,2,...,n) оператора спектральное

разложение имеет вид

АК = | (АЕ,

и при этом

к дО Зо ж|А х| = f t“d(E,x,x).
—©

Последнее равенство выполняется для всех хЕН таких,что при К =1,2,...,п
о

| t*d(E,x,x) <0,
- о ,

Функциєй Ф(А) от оператора A ‘называется оператор, определяемый

формулой

Ф(А)х = 7 p(t)dE,x (3)

на всех тех векторах х ЕН, для Которых выполнено соотношение —

7 осо d(E,x,x)<0.

При этом ~ | a

АЗ= Flo(oP a(x).
В дальнейшем нам понадобится следующая теорема, известная как теорема

двойственности для наилучшего приближения [4,гл.3).

Теорема 1. Пусть Х - линейное нормированное пространство, Х” —
пространство сопряженное к Х, ЕСХ - выпуклое подмножество, хЕХ.
Тогда

E(x,F),. = зир тою -supt(s)| , (4)
РЕ ’ цеР

При этом существует функционал К еХ*”, реализующий точную верхнюю

грань в правой части(4).

Результаты данной работы существенным образом опираются также на

следующую теорему.
Теорема 2. Пусть А - самосопряженный, в общем случае неограниченный,

оператор в гильбертовом пространстве Н и пусть КтеЕП, К<г. Тогда для

любого М>0 илюбого хе D(a‘) справедливо неравенство
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Если оператор А таков, что для любых действительных $1, таких, что

0«85 «120, справедливо

 
-|1-- А'х|М. (5)|5 <мк<
оkye

(E, -E,)D(A*) # {9}, (6)

mo для любого М > 0 данное неравенство является точним.|

Замечание1. Аддитивное неравенство (5) можно непосредственно получить

из известного мультипликативного неравенства [2, 85. 1]

    jaf sin [arf
используя неравенство Юнга

Еttypst.
р а Ра

В данном случае мы приведем иной способ получения неравенства(5), с целью

выяснения условий, при которых неравенство является точным для любого
М>0.Также, приведенное ниже доказательство теоремы2 является наглядной
иллюстрацией применения элементов спектральной теории самосопряженных
операторов, которые используются ДЛЯ получения основного результата

заметки.

Доказательство. Будем следовать схеме рассуждений из [6]. Пусть Е,

разложение единицы,соответствующееоператору А так, что

As Гав...

Рассмотрим функцию от оператора Фу (9,‚ где

oe k be ачл. .

tk sentiи xf Зхо hsent.(к<г) _k -ЛУк

1 ,
On (t)=4 хи, ог (7)

і vee Ук) о. Ук

о, {<№ (5 (З)
г МО г

Для хе D(a’) справедлива оценка

А“ < |А*х ~Qy (A) х| + lon (A) х| . (8)

Рассмотрим atx — On (A)x| . Будем иметь
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І

-о -on(t))ква <
 

 

Днінем(Ах(2ехва

  

 

 

K(k (9)
ma(tk -Ф (t) (= г № М З го< тахго.Ав)| =eAX

Равенство

«(i ven

ton (t тmax} ем! |. о

проверяется непосредственным вычислением.
Теперь рассмотрим lon (А)х|. Будем иметь

fe, и
о [los (41-1lon (t) Цех <

Tak Kak

TO a |

Їок(Аух|«мік що
Подставляя (9) и (10) в (8), получим (5).

„Покажем теперь,что при вьшолнений(6) неравенство (5) является точным.
Предположим противное. Пусть существует 6:» 0 Takoe, чтор справедливо
неравенство

лакsanto"хуАхr   
eve (11)

| BsGepem onement x ¢(E, -E,)p{A2t)} и пусть для произвольного = е (0;1)

-ук
t= Nik [1-) и з=(1-=)‹. Так как хе (Е, -E,)D(A”), TO- |

(ОЕ, |
xl =[d(E,x.x).

$

Для выбранного х будем также иметь

[А = (Akx, A*x) = (A7*x,x) = Jud(x)>| = (1-є 17k [УР
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Ах

 

  

 

= (A‘x,A‘x) = (A**x,x) = fu2"d(E,x,x) «ди Їх" .
$

Таким образом

[45>(1-2)САЇх! (12)

k —t/k

АТХ <№(1-4) ||. (13)

Подставим (12) и (13) в неравенство (11)

(ef n(1-£)кієо-вуКУре
В силу произвольности є

   

 

1<(1-3)K41-K a-ak,
r Г Г

Поскольку д > 0, то последнее неравенство,а значит и (11), не выполняется.
Поэтому коэффициент в первом слагаемом правой части неравенства (5) нельзя
уменьшить. Следовательно(5) является точным. Теорема полностью доказана.

Замечание 2. Если неравенство (5) является точным,то

м[ate r r
ї )

Перейдем к изложению основного результата данной заметки. Следующая

теорема дает решение задачи.наилучшего приближения класса Е = wp(a"*)

гомотетом NQ=МА").

Теорема 3. Пусть КтЕО, к < г, и Aнеограниченный самосоиряженный

оператор в гильбертовом пространстве Н. Тогда для любого М> 0
| | kк «|k)/k

tk г | or ‘вм ).NwD(A ))<+но (4)

Если оператор А таков, что выполнено условие (6), то для любого М> 0

k«( nm
1--

r~k т. rвм")МОА")Sa (15)

Доказательство. Пусть Е, — разложение единицы, порожденное оператором

А, так что

A= f tdE,.

Выберем произвольный элемент xeD(a™*) и подействуем на него
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7 “Tak Kak

функцией от оператора @(A), rue

ЧІ ку

-- к-т) чук_ тк] гк Г г ук _kче ОМ З | У "аб
уко) Ук.

0, sn(8) (i-£) г
r r

o(t)=

Используя спектральное разложение(3), несложно проверить, что

А’Ф(А)х = f t'p(t)dE,x.

Тогда

© 2 5 © 2 и

м'е(лух|-Уагро«ер71Чо APace} s
(17)

|  42(t-k і k ккт(Оарок)"тео5
| AT*x| «1.Равенство

      

max|t*o(9 =

проверяется непосредственным  вычислением. Из (17) следует, что

o(A)x eNWD(A‘). | oS
Далее

х-Ф(А)х з f (1-@(t)}dE,x

и

рее(а)4-11-6ще{itpLмкоїee) <

 

    

у k (г-ку/к (18)

1-9(t) - 2(r-k) 2 _ 1-=o) r-k < -*)<maxek Jtd(E,x, x) = тах — |А х| <ею

Равенство

Мven

max=ОЇ | tk | NO}

проверяется непосредственным вычислением.
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Из (18) и (2) следует(14).
С другой стороны,по теореме 2

бобу)якнрм) .

Учитьвая, что область определения и область значения самосопряженного
оператора плотны в гильбертовом пространстве[1, $$ 44, 46), будем иметь

&(wp(A‘*),NwD(4‘)}> sup sup (A‘o,x)-N sup (A‘v,u) =
АРІ[are = [Агust

    

= Ато, - М A'v, =aый

   

 

  

A*yATx) -N -A'u) >= А" _N |San AN Sees арРСМ
Пусть теперь для оператора А выполняется(6). Тогда по теореме2 для всех

ХЕ D(A’) справедливо точное неравенство (5). Используя замечание.2, будем

иметь

= k (t-k)/k
aly-A

tLts(19)e(wo(ar),wwo(a"))> supfeмы-то
ро

Из (19) и (14) следует(15). Теорема доказана.
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