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О НАИЛУЧШЕМ СРЕДНЕКВАДРАТИЧЕСКОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

ЦЕЛЫМИ ФУНКЦИЯМИ КОНЕЧНОЙ СТЕПЕНИ НА ПРЯМОЙ

Одержано нерівності типу Джексона для найкращих середньоквадратичних

наближень диференційованих функцій цілими функціями скінченого ступеня на

прямій.

Под І, -1.(К), где R= {x 1-00 <x < ao}, понимаем пространство всех

измеримыхна В функцийЁ, для которых

НИМе=ВХa} <=
Через І =Г.(®), геМ, обозначим множество функций Е Т.,, у которых

производные(г-1)-го порядка ЁСУ) (РО) Р) локально абсолютно непрерывны

и Р? є 1,.,. Символом В.2, 0 « б « 0, обозначим сужениенаК множества всех

целых функций экспоненциального типас, принадлежащих пространству І».

Величину

A,(f)inf {f-g.|:8. €Bo2}0<o<0,
называют наилучшим приближением элемента ЕЁ, множеством В... Для

произвольного класса МеL, полагаем ’ |

АМУузараТУ: Є є м).

Модулем непрерывности К-го порядка функции Ге Г, называют величину

0,(f,t)= sup{aТОу Inl<tho<t<o,

к Кк
где № =|й;(х + В) -конечная разность К-го порядка функции Ё в

jel J

точке х с шагомН.

Впервые вопросы аппроксимации функций на прямой К начал изучать
С. Н. Бернштейн, использовавший для этого в качестве аппарата приближения
пространства целых функций конечной степени. Различные аспекты данной
проблемы в последующем нашли свое отражение в работах Н. И. Ахиезера,

С. Н. Никольского, А. Ф. Тимана, И. И. Ибрагимова, Ф. Г. Насибова,

В. Ю. Попова, Г. Г. Магарил-Ильяеваи многих других.
Основным утверждением данной статьи является следующая теорема
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Теорема. Для любьх 0 «1 « т/(2Є) и произвольньхК єМ и гє 7, имеют

место следующие равенства

tr a2 / : -к
supАОмеш! 2{1-909 (0)

t " \ “Oo , ‘
fo3"@?.9] |

LO

Если 0 <1< д/с , то справедливыследующие неравенства

k
1 А? (Е) 1/ 4 1
<р ^^:feLl,>s жо. 2ot (ot)** щі(РО, t) | од [= 5 (2)

В случае г=0 Ly =L, и зир вычисляется по всем функциям f Е Т.., которые не

эквивалентнынулю.
Доказательство. Известно [3] - [4], что для произвольного элемента

fel, существует единственная целая функция Л.(yeВ.2» которая

  

наименее уклоняется от Ёв метрике пространства І, и имеет вид

A,(f,x) ==!|ey(OEE, t)dt =Е!(eFC, та,

где Е()- преобразование Фурье функции Ё, Х.-характеристическая функция

множества (-6,0). Для квадрата наилучшего среднеквадратичного

приближения функции ГеЁ, множеством В.) запишем [5]

2

А?(Е) =«оу-alсочтіл

 

 кас
Ує L,(-9, °) = slFC, ofdr. (3)

Рассмотрим произвольную функцию Ё которая принадлежит множеству І».

Поскольку

ЖЕ(х9-5.Г(с ~1)* F(f, De™dr,
OD

то в силу равенства Парсеваля получаем

[as DIRE,та _ costh)*?| =        

 

 

= 9* (eRerf(1~costh)* dt. (4)

Используя (3), имеем
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AZ(f)— ПЕСsof cos thdt =
цес | , ,

ПЕНЧЕа—созлв)ат. (5)
тео

Применив к правой части равенства (5) неравенство Гельдера и
воспользовавшись определением модуля непрерывности. К-го порядка и
формулой(4), запишем

AG*(f) — ДЕС,т} costhdt <| |
хво

і-ук ук

‘| роз) ПЕСаз costh)osha <
пає | Ро

Vk
і 2k pp)

«АГУа2 ПЧЕСЇ(-созтвутр «АХ№(в
о""во 207 Пи

Проинтегрируем неравенство (б) по переменной h в пределах от 0 до 6 где

0<{<л/(2°),
2-IWk re

 

 

  

  

      
  

ло, Теof8«=aaa)Цейгола.
: чес і г: : г

Отсюда имеем

пі), +Аг?Укр

хоЛЕЙо “26якіорзго,дат. ил (Т)
цес

Поскольку

(si п] _ sin to
max? ‘tosu,0<tos r= ,

. | u ay to.

то из (7) получаем В

Со АГКР)
АТ)яАк aefokp)td.

Следовательно,

 

k і k
A2(f)< щі - мет =| foo?!чить)

б 0

Отсюда получаем оценку сверху для 0 « і «л/(20)

 

2гА2 -К

зирі соно Ас) кит[21-209| . (8)

[jor(ео) б
0 і

2
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Для получения оценки снизу выражения, записанного в левой части
неравенства (8), рассмотрим как и в [8], целую функцию экспоненциального

типа б +8, где 0 < $ < в- произвольное число

Феeesme}

,a>0, равно.Уч2 при Поскольку преобразование Фурье Е. yeu ушах

x|<a, paBHo (Мк/2)/2 при Їхє а и равно:0 при хаа,то

1, если с «х|«сне,

ЕОР, х) = 41/2, ecam |x| =o + € am |x| =o, | (9)

° 0, если [| >o + или [| < о. |

Очевидно, что для функции Ч, Е Г.в силу(3) и (9) имеем

ASCH.) = 2=.. el)

Tax xax F(x) = (ix)БОР,х), то на оснований(4) запишем _

 

б 2 ote

Jaeeo) = 2"! fi" —costh)*dt < 2"*'e(o +8)"(1—cos(o + В)".
б

Следовательно,
©(+ < k+l 2r k ,

k st) S$ 2°" e(o +)" (1-cos(a +€)t)", аг

где 0<т<л/(26). Проинтегрировав обе части неравенства (11) пот в

пределахот 0 до{Е (0, т/(20)}, получаем

 

 

сомаооо2 02
ote Je ee

Тогда, с учетом (10) и (12), запишем

2r a2 2r a2Боб герувоФО
too і

[jogaya) | [чеке]
© / LG oy

oy | _ Sinto k

є зіпої
>U, =/1+— ——® ——

(+g) ;_sint(o+e) ы я ) | 0)
tore) J ee
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Поскольку для любого числа 6>0 можно выбрать такое число

5, = 8(5) е (0,5) ‚ что
. -К

U,, > іа -—} -8, (14)

то в силу определения точной верхней грани множества и на основании
соотношений(8)и (13) - (14) получаем требуемое равенство(1).

Перейдем к доказательству соотношения(2). Для этого проинтегрируем
дважды неравенство (6) вначале по И в пределах от 0 до у, а затем по ув

пределах от 0 до\, 0 <1< л/с. В результате этого получаем соотношение

 

дксуч
Ears ПЕС,у(i-сови ГезаЙПодh)dhdv. (15)

azo

Используя (3) - (4), определение модуля непрерывности К-го порядка и

неравенство Гельдера, запишем оценку сверху первого слагаемого в правой
части неравенства (15)

Ге"ЧЕРtf(l-costt)dt= ft?|F(f,1)|
ео ас

NEEOf(1-costt)dt <

Akg) , ук
«оче [ЕЕ] @-созик <

с мас

«Ака

2
С (оЯ

ук
‘ 2~2/k

(ECE,ofа-сови)«|<Aeee,t). (16)

Произведя в повторном интеграле, записанном в правой части неравенства(15),

процедуру интегрирования по частям. и учитывая (16), перепишем неравенство
(15) в следующем виде

k
1

MALO StaseVeEOОо?адок,ox
С

Отсюда получаем
k

2

PEAS) SaarHf,of)|

Следовательно, для 0<1< л/с имеем

ен ЕО5теці . (17)

Для получения оценки снизу выражения, записанного в левой части
неравенства(17), воспользуемся рассмотренным ранее множеством целых
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функций ЧФ. , 0 < 5 < с ›экспоненциального типа © + 5 ‚ принадлежащих классу

А? 2
wn)aay’ fel’sfданоє є (0,з) (18)

Г. Тогда

Из (11) получаем

оСР) «жонаОК, (19)
Используя (10) и (19), запишем

 
АФ) р
oety 2 V, «| | 5. (20)
0, CH ,t) 1+ 5/6 o*'(ot)

Поскольку

1
виріУ, :єє(0, o)}= oot ‚ (21)

то с учетом(17) — (18) и (20) - (21) получаем требуемое соотношение (2).

Теорема доказана.

В заключение отметим, что в ходе доказательства данного утверждения

были использованы некоторые идейные моменты, содержащиесяв [1; 2; 6 8].
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