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ТОЧНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ И ОЦЕНКИ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ

РАСТВОРОВ НЕКОТОРЫХ ПОДПРОСТРАНСТВ ЭРМИТОВЫХ

СПЛАЙНОВ

Отримано як двосторонні оцінки, так і точні значення  інтерполяційних
розхилів деяких підпросторів ермітових сплайнів у просторах неперервно
диференційовних функцій.

Пусть C4, а=0,1,2,..., (C°=C) — линейное нормированное

пространство функций Г(х), имеющих на промежутке [0,1] Ч непрерывных

производных,с нормой|| Є |=УФ gon» ПЕПОЗАЇ СІ,
1=0

Пусть еще A, = {0 = Хо <Х| <... < Хх, = 1} (n > 1) - произвольное

разбиение промежутка[0,1], h, =x;—X1,5, =пах j= ia} Ниже

используем такие обозначения для функции

fect: КО =f(x;), j=0,n,k 20...

Каждой функции +(х)є СЯ, поставим всоответствие, интерполяционный

эрмитовый сплайн порядка 2т+1, та0,1,2... 5 ‚вида

зн(6; A, x)=YAencoaeDyMPH,(bisxs~x)хемам |,

i=l,n, q,m2r, и
h—-t m+ m~k + mee — |

ниніt)=HoFleaae, - 2. 4
Im! 5!

Нк(=Нк(t) oo

Подпространство таких сплайнов при фиксированных тг и A, обозначим

через 5,„(А„). Нетрудно проверить [1], что HY). (h;0) = 8, Ho) (h;h) =0,
кт
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Как отмечено в [2], из таких интерполяционных свойств функции Ну и

тождества (2) вытекают неравенства
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DtHyo(hst) <Hom (hit) <Homa(hit) <1, t(0,h/2), шем. 0)

Подставляяв (2) выражение для Ном ((), полуним тождество

Усій(1 — temys ++(i _ 0717) зі,

5е0

у г >

из которого при {=1/2 вытекает равёнство Ус?=2", ш=0,1,2,,....
зей

В [2] была введена в рассмотрение величина, представляющая собой так
называемый интерполяционный раствор пары  подпространств эрмитовых
сплайнов. Здесь мы продолжим исследование этой величины, несколько
обобщив ее определение. А именно, положим

і

Орs,(An) Samy (А, f= aeпути (БАХ)Зышо, є Дь,x) (5)

 

где г20, а |||, - это норма в пространстве Р,(0,1), 1<р<х. В случае

поз г, 2 0 левую часть равенства(5) будем обозначать через ®,,[m,,mp,n].

В данной работе мы ограничимся изложением результатов по точным

значениям либо оценкам величины @®,‚[т., 12,1] при некоторых сочетаниях

т,го0,1 и р=0, ©. Соответствующие результаты для других г иг, а

также для подпространств интерполяционных сплайнов минимального дефекта,

мыпланируем изложить в следующем выпуске журнала. .
Заметим, что в [2] допущены опечатки: в теореме | разность сплайнов

оценивается не в метрике С, авметрике Г.; в теореме 2 и ее следствиях

указанные значения и оценки справедливыдля 1/2®„[т:, т», п].

Начнем с усиления теоремы 2 из [2]. Для этого понадобятся три
вспомогательных утверждения.

| СП, 0<1<1/2,
Лемма1. № Но (0)=51/2, —1=1/2, (6)

“= 0, має |
—11-1Доказательство. Для функции (1-1) воспользуемся формулой

Маклоренас остаточным членом в интегральной форме

1 Отт! ~x)™ dx
ач 9 =зон (ті)?neos—х)?"+2 .

Откуда, с учетом (1) при В = ‚ получаем

_, (2m+))! ait (t-x)" dx
Ном (® =1- ті)? 0-9” (oeхуда ^
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Покажем, что второе слагаемое в этом равенстве при фиксированном

+= [0, 1/2) стремится к нулю при м -» 0, Для зтого разобъем входящий в него

интеграл надва: по промежуткам [0,67] и [, , где 0<=<1/2-1. Тогда

t

(аз)!2манtymiх)"dx « Ст нії)!дн(1-З — [@-х)"ах =

 

(п!)2 кт © (mгу? (І г

_ (m+)!+!pymet mt < @т+11 1/2 ==)"(1/2+=)"" _
М сту (тн-єіу299 (пі)? (т) (1-є2)296

1452

к.

Для второго интеграла получаем

(m+)! ,о" |Ca"(t-x)"dx | (2m+D)!Отgym,чаї Ма

——7)")> 0, m> ».

(па!)? 20-(oxy$ (m!)? WL - 2K +x

r( 1-x/t
ко[Еdx) > 0, m0,

є? 1-2х+х

т.кфункция о(х) = 1-х/0@-2х+х? )-' убывает на промежутке [=?,#] и

(=?) <1.

Заметим,что в [2] при доказательстве теоремы2 предельное соотношение(6)

было получено для Е [0,1] \ fe"! ‚(е- Der ].

$ . O<t<1/2,

Следствие1. lim Hy» (t)= 41/4, t=1/2,
m-—>00

0, 1/2<tsl.

Действительно, из равенства (1) при К=1и В =1 получаем

Him (t) = tH.» (t)— (2m!)(m! y?taут .

А поскольку для 0<1<1второе слагаемое справав этомравенстве стремитсяк
нулю при т -— ©, то доказываемое предельное соотношение вытекает из(б).
Аналогичные рассуждения приводят к следующим предельным равенствам:

«Кук, O<t <1/2,
lim Hym(t)= 12"), +=12,
moo

0 1/2 <1<1.3

Лемма2. Для любого фиксированного ту EN

lim sup | So,тб; А,;х)- Soто (г; А,;х)|=а. (7)
т>< |1 <а

Доказательство. Не уменыная общности, ограничимся рассмотрением

хЕ[0;1/2], Н=В.. Тогда, с учетом (3)и (2), получаем:
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| $o.m (FAs )— So.mg (Fs Ans x) F

=(Hom (h; x)~ Ном (в; х)}+ і (Hom (вп -х)- Нашою (ва- х))=

чеНо(вх)Но,5х)211 (Но(вух)Но(ох)є
<21Р |-Но, в; х))И |<а.

Откуда, в силу леммы1, вытекает предельное равенство(7).

Следствие2. Для любого фиксированного ту ЕМ Ни©...Пт, по, пісі.
т

Лемма3.

зар! бЗБбе, рЦеавучнє2(28 (8)
Доказательство. Не уменьшая общности, ограничимся рассмотрением тех

функций ГеС', для которых ЕЁ, =-Ё. Тогда из условия || f <1 nomyyaem

неравенство 2 | Ё; 161+ 16, |< 1. Откуда | Е, |< h.(2+h,)7, и поэтому

зарба - 6 Ре С, реє авчн)
Ясно, что В. (2--В,)1 «5, (2-5, 3.
Для функции Ї,, 0 «є « П, /2, определяемой равенствами

f.(x)=h,(2+h,)!, x €[0,x,_, -e], ae

f,(x)=h,(2+h,)7! -(x—x;_, +8)? (2e(2 +h; у’, хе[х,1 -в, х;| +=],

F(x) = 20x,4 +h; /2—x)2+h,)!, хе+в,х; =} о
f,(x) =(x—x;—8)?(2e(2+h;))"'—h,(2+h,)7, хе; в, х; +8}
f.(x)=-h\(2+h,)7, xe[x; +8, 1), о |
находим .

| БЕС, |. |=beh), Wf,=,
f, (xj)=бояhy2+h;)!-e(22+h;))

Поэтому,

ЕЛЕ ЕЕ ЕС, реа(ку)евОВУвач),
и, в силу произвольности Є , получаем утверждение доказываемой леммы.

Теорема1.Длялюбых шеМ имеет место соотношение

36,(9(2+5„))' < ®,„[т, 0,1] <6,(2+8,)' = lim ©,„[т,0, п].
1—0

Знакравенства в левой части имеет место только при т =1.

Доказательство. На основании леммы3 имеем:

©,.o{m,0,n] = sup Il Som (Fn: x)— Soo(f; Ans x)IF
«іyey!

= sup max ||S),,(f:A,;x)—So 9(f;A,;x

yeyГа | ба ( n )- сої; р ст»іі

max |f;_; ~f; | || Hom (hj;t)— Ho o(h;; t)/I =
иante Isisn И" ва і }- ко ) COI”
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=26,(2+5,| Hom Gn3t)—Ho,06n5t)lleyo,s,1
Откуда, с учетом (3) и леммы1, получаем

©,„[т, 0,1] «б, (2 б,yl = lim ©,,,[m,0,n].

Остается заметить, что (см. [2])

| Но(6,;)- Но(6,сова «43/18.

Следствие 3. Для любого фиксированного то ЄМ

lim ©,..{m,mo,n]=8,(2+5,)

Теорема2. Длялюбых теМи г=0,1 имеет место равенство

9,„т +Ь т, п] = ал | Фи |

где од = да З бабуа Фа)Соні" 1-07(1-2.
Доказательство. Пусть [х;1,х;] - тот из промежутков, для которого

В, =5, . Тогда, с учетом леммы 3 и равенства(1) при В =6, , получаем

ИSom (FsAg) IF
г пере «1

= sae If,1 ~f,fl Ho,met Ons X)— Ho,аа «Зап | Ho,m+ (t)—Hom(t)Il-

Wis

Из (1) непосредственно находим,что HonmlунHo,m (t)= Фі)

Таким образом, ©,[т +11, 1] < Зап || Фи ||.

Противоположное неравенство при г=0 получится, если воспользоваться, в

качестве экстремальной, функцией | f(x)= І. для: хЕ[0,х,3],

. 1f(x)= (2x.1+, -2х)б; для xe[x,нау, и f(x)= -1 для хєЇх., ЇЇ В

случае г=1, можно воспользоваться функцией + при Е б.

Теорема 3. Для любьх т єМ имеєт месітодоотношение |

1/8 з Од П,0,п)« боліт, 0, п) «1/2 є Ат ®т,0,1]. 279)

- з 1 7 різ ; *.

Доказательство.(1,0,а 2 зир |[Soi (fA, :x)~Soo(fА:хх =а n

no XS

«2вир У нах- хіл)- Ноовух - хі.уко
if St ist x; Щі

Неравенство ©,[1,0,n]< @o,[m,0,n], m2>2, следует из монотонного по т

возрастания последовательности функций Но(0.1) на промежутке [0,h/2].

Соотношение 9;|[п1,0,п] <1/2= Нт ®,[т,0,п] вытекает из леммы(1).
Moo
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Теорема 4. Для любых ш EN имеют место следующие соотношения:

+1)!

 

о. тшто-іт,п aeNe
10

ol ] 2?™2 mi(m +2)! (10)

и
| М за . б

(2m 42s +1)!
© im,m,n] =

а
0,1 Sammie(m+s+2)! .

. Доказательство. con о ое он дв ив

Фліт І,т,n= sup somalAsx)от (6;Архє
пек

М in о бач)!
«аHag9-Ho,„ба Jolt) ~ 92mFam2)

Bropoe соотношение доказываемой леммывытекает из равенства

: vol -

@;[m+v,m,n]= }°O,[m+s+]m+s,n].
s=0

Заметим, что из (11), (10) и (9) следует интересное, как нам’ кажется,
равенство

У (то 0

aco 2°"(то) 00 ПР
Теорема 5. Для любых meN u 6б,-1/п  имеют место следующие

соотношения: |
(ач 1

2°"? mi(m+2)! дп
 ої Пт + 1, п, п) =

и

©,[m+v,m,n]= 
1 У, (2m +2s +1)!

Qn +1:О(+3)п+5+2)! we

Доказательство. Значение величины ®;[т +1, т,п) получается,‘каки в

предыдущей теореме, с учетом того, что для Ї ЕС! , удовлетворяющей

условию ИРИ, имеем ||#|<1/(21+1)', а. экстремальная функция

аналогична функции Ё, на каждом промежутке [х1,Х;], 1=1,п.
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