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Отримановаріант посилення аналога теореми Джексона про наближення на
відрізку алгебраїчними поліномами в інтегральній метриці для деяких класів

інтегровних з вагою o(x) = (1 - x) (i + x} функцій.

Пусть о,В > -1; p(x)= (1 -ху + x} — весовая функция, определённая на

интервале (-1;1). І», 1-14) для р>] (далее — 15) - пространство функций

1

Е:11]В, для которых 31|, = fie(x)? p(x)dx «о.
А

Если а=В=0, то [^, =Г.,. Класс функций Ho) (reZ,, O<vs1) ects

  

£O(x +h)~Зх)

 

iret, :3feL,,whe (031) cn}. В [2] получено
+в]

следующее усиление аналога теоремы Джексонав метрике Г, [2, теорема7]:

| Если функция (x) принадлежит классу“ ні», то существует

постоянная С.,, зависящая только от т, такая, что для любого п 2 г найддтся
алгебраический полином степени Sn, удовлетворяющий неравенство:

£(x)-P, (x)
жу

 Р -
«С, инт. Если в левой части заменить У на иЕ[0;у), то

    

2 ot
I-x* +n L,

правую можнозаменить на С.п"

Данная работа содержит частичное обобщение этого результата (теорема

5) для а,В»-1, полученное, в основном, проведением рассуждений по

исходным схемам с дополнительными модификациями, учитывающими
функцию веса. Узловые вспомогательные утверждения, таким образом, в свою
очередь, обобщают прототипы, взятые преимущественно из [2; 3; 4; 5]. Для
выделения таких ссылок на прототипыиспользуется символ «=». =

Символытипа С, С», С", Св» ... обозначают константы, абсолютные или

зависящие от (некоторыхиз) величин @,В,р»г.у, и.

_ Рассматриваемое обобщение является частичным, поскольку при г>0
возникают добавочные ограничения: р>1+2а>0,р>1+2В>0.
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Итак, пусть о,В > -—1; р21, тЕЙ.,, О<у<1, р(«)=(-х)*(+х}. Класс

функций МИ= ffe[-1;]: 369РОее(031)
і

1-8 D 1 5

( JPG+h)-£(о)!ды}| о-в}ыы «мк.
-1 / ~I+h

При а,В < 0 условие ЁПе Г, избыточно как следствие условия ЁWe Li.

y ith

Пусть on(t)= рад, -1<t<l-h,0<h<l.

Ana Vfe Mai) (ге 0) простым следствием этих определений и

обобщённого неравенства Минковского является

1-5 У

Лемма1 (= [4, лемма3]). 1, 4 О-о,вт]<Mh’.
НВ

vf e MA) (r=0), F,(8x)=сиб«|KA)Taal,

1-07

`Лемма 2 (= [4, лемма4]). I, af |

Ной

 

 

1

n

ро. Хр
gp, (t)-ук) Ho <СМи”.

вы] ка

Доказательство. І, є= у Паn fe(u)du —n [e(a)au
k=-n+l k оо

р. г

рах с,

   

і

і р р

ЕHale1Еof Рае ||. Если р>1, по неравенству

р

 

 

М роб

Гельдера 1, «п? У ЇоТУ"ГУ.Хе-t)*(й
качок п

8
~1 1-2

Разобьём S Ha 2, = УС) и 2,У(... Рассмотрим Х,: м,1>0. Для
k=-n4l k=0

xe[0;1)c[-0.5;1) (І- x)*min* 52° he р(х)< 1-х}тах?52° \ и если
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а«0,то х, «С,>}

 

б*)-s(a}(-wPau-{1-Еуча.
ОИ

Ay

Asа-ху" (І - ка) за"У «279п"!, откуда 5, ХСідп'х

УЧ
k=0 й

 

р
С+Іб p(u)du . Аналогичная оценка верна при 9 > 0; то же для

1-07

J
Ни"

5, УВ» -1, поэтому Ё, < с.

р Р
Кан)ке so <C,gMn.

п 
1 1

Лемма3* (= [4, emma 2]). I, = | fe(x)~f(y)? dx -p(ydy <2M?nt?.
па

Доказательство. После замены во внутреннем интеграле
и=х у,да = 4х получаем:

I; = | Чун)буому | еб)Роб)вувь +
алу о”На

a? I-u

+ 1 Деонна)РУ)?вбудуби Делая в 1-м интеграле замену переменной
0 1-17 и} о

0-й

v=-u,I,¢ "| деГузоphys Jey +u)-f(y)? p(ydydu <
0 tn"+Vv

<] fit)(y-v)Ppин1(uePaw conejuravcaMtn=.
0 —1+у

, мно" lint

Лемма 3. Ї3 є | flex)-бурао<2M?nye,
аа

Теорема1 (= [5, лемма41). УЇ e MIУ) lf - Е, (&} Мп
 Р S Capp

Доказательство. Так как [- 1;1] = |- 1;1+07 lu |- іно;31 -п? lu |п4|

и lf(x)- F, (fx) < le(x)- Фу (х) + le, (х)-Е(Б х), то с учётом лемм 1 и 2, а

з 2 +
также неравенства Гёльдера, если р>1, 1=|Е (ЕMe $«С,ррМо

ні"опоранив 4 | роты?
і1 І

Вследствие лемм 3,3 ІХ СреМаи+2C,n? (omenp=«б.ММи.
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Введём разбиение([2, $3]) отрезка [-- 11]: Ми є М, пусть а, таковы,что:
ЗЛУ | ;

«а») а. =0,а;.1 =а; за), где КЕМ; «6») \1-а? >27;

«в») 1-(а Мао"))=<27; i=1,2,...,[logn} Мова = 13 Aj = aj.

Разобьём la; за;al на отрезки длины (а:2Г; полученные точки вместе с

і >

dt <|t; -t4,|<2 ([2, $31): sint, =1-x? . E, :=[a,sa,.,)U (анак} k20.

Пусть снова Ге AW) ‚аЕ (Ех):= Ел (5 х), VxeE,.

a; O603HaYUM Xj; Xj <Xjy,J=O,N+1; Xo =—1,Xy,) =1. Ecam 1; =arccosx; , To

1

  

 

Теорема2 (= [2, теорема51). УЇ єA : fA) < Cagpin?n .
2 , похо Ір "

р [tog,n]

Доказательство. Оценим [ = в = У "хв,Gx) "обоих.
nv vi-x? +n? р Е пні

  

 

  

По теореме 1 До-Еок (Б x)"р |.Р(хіх «Сирію: 2кре,
Е, [+151]

Для к< [ово], на Б. 1-хPyhieай з 2777 (свойство «б»), откуда

РИги x? +n7ay «(а kay,зна Enoga} RVI-x? +n>n™, nostomy

[Ax ane2)" la «обовУ", Значит, ес$6.26" Дамо)? =
k=0

=Cypp(llog.n]+1)< Cip.p мо
Лемма 4 (ГІ, лемма 31. Упе М, Ух є |-131| существует‘алгебраический

пл ‚ что эквивалентно утверждению теоремы.

полином О,(х) степени, не превосходящей пл, такой, что Ух є |11)

в, (х)- 0,(х)«А где 0,(x)=0(x—z) (0)=)(ннп|агосовх-агосова›

нкция Хевисайда); т є М фиксировано; А(т) зависит от т.у р

Рассмотрим (=[2, теорема 6]) полином Р(x, степени <2щи (ш -

фиксированное число, будет выбрано позднее): Р,( Е+29,(«AL

Хы

где О, (х) - полиномыиз леммы4, а AL=—SH(о-

Xj

 from1»0;
Ах хр

AX| = Xj) 7 XjDoprow

5]



 

 

  

. _ iP
(хр. (х) | ЧО вно,(А,

Ouenum D =], a «У У o(xіх.
ntvl-x? +n? ІР i mI о ix? +n?)

р х |=

. . похоа?
(о,тв,(x)). іл =sintistn|S[tinТа «п? вануЗ

- at
«У х = SiSingtn < 3; заменив знаменатель на (в11x? +n”2}.
пtn? ЭаНа

Ха

р< CwopJУ(х)-0,г.p(x}dx <

збруї ЗВsupPiGs)-2,65 "lok

Оценим У . У; вторая часть суммыоценивается аналогично.

ї хаб

-1 2 -2 —Vp 3. Vp Me Sts
п 1-х; +0 2по"5іп "т, | докажем, что \ = Jox}dx «Св

Предварительно заметим, что J 1 -а? <2*?k= 0, [logon |: если К=0,

это очевидно, а для К > 0 условие «в» можно переписать в виде

с ак 1 курок... 2
п п

 

 

 1a? <4'*( 0.25458

аб: ЇхXile [ayia]; WSC, [(-хуах.

- З : cite
2

a) a, <1 (К < [ювоп]): М«Саам) МеayР" «Со |а? ї "о

~] = 142

a-1) 02-4: WSCign віп чт

a-2) -1<a<-4: sinner > Ct.=1-ад,г)»,> Gig, 27КОнга),

Tinи МСап lek)(+2a) «С»ва"lointe

2
6) a, =1 (k=flog,n]+1): т:и >1-Хкан) = To

n
. -} .

есть 5181, 2 0 ; позтому, учитьвая поведениєе 5іпатссозх,

_ SINT), >n7?,1=1,N (F)

(поні)!
А 1-

и W<C, Ума = Сай . ов] “< Ci.gn7, Если @>-+, то

ІМасиіп oon „›аесли —1<а<-1, то аналогично(а-2) в (а) зп"‘т, , >
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>С . 2(ов)+29) >Ко8‚и опять W<«СовіпЯд

г Якlo"

2)a20: хакзах|; МУ = С, {a--х)"іх

ay. 1

| а

< Сав (а . 23) (fi - ary } < Сп!ake)

+20,

a) a, <1: W «Сова! ) «СириНаin

6) a, =1: WSC,gn £2Mogan}){i+20) < Ci.gn> 7За далее - как в случає а «0.

 

        

    
 

 

   

 

  

 

  

snve

рхaaАБЫ]й Sup «ер. Вследствие выбора
X,SXSX1+1

(2-1)
о,x) в; (х)-0,вийarccosx| = . Пусть агссозх =т,

. Tin Tin патп т
тогда ТЕ [сinitia |: Tonto хінб «Ізпіба - Тім„|3, поэтому

~ ~(2m-1
р « Сп?"Увіпето,СУД,іконка yp, Eom раї,

і j
_ ome ~ 4 2 оса \-0.5(2т-1)
р «Сп? "УА >sin! Mea (ealtal “"; ecm р»і, по

[АЕ АР
неравенству Гёльдера( sx)? =( ! — ту

| 2(aleпрут Teт.сыз (наста

«У АЕ, Ж СУ | 1. обів| і, дягто= m~ то ж

і ( TiraThe yr? і Анні й " n

 

 
   

 

зт, ін,

yr2152.22Seek)1тогда
 

больших т yl + пса —Tin

 

«аінданур, | - х >.
sin т; ’ 47

in _ ур-1 ур-1оз С( п | > (...)-+ п УС.
і _ ya FXn<0 іх, 20( т,а, 2 і і.

А. 5, (для краткости будем писать УС) вместо 2) )

і Ї хуаг0

ра ст?        

 

   

+in S Sint,ahs, —T

 

1) 1+2а-ур>0. Учитывая, что У] эт; jun

2т-1
Pysin#2*-Pe,D> у >

a +н-2а-ур

а , И для достаточно

 

х, ЄС" ооо Tin
 

   
 

(

 

заг
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—1--2а+ + 1+20-болыших т, так как по (Е) п т "Ут, (1+2а-ур20),
5
 

р, ~віпСо Ур т.x, Здано"ну іт

Оценим 5. dt.=She. ), где дії Їххна)є Ву: Пусть

 

 

 

k=0 jeJ,

Тір = arccosa,. VjeJ, sint;, Ssintz, =l-a; <4.2*. Покажем, что

AC >0:VjeJ, sint;, >С.2”"К, При ко Йова! это следует из (Е), а если

k< flog.n], TO SINT» = Vl-Xjn зайа > 0.5.2-*. Получили, что

AC),C, >0:VjeI, Cy-2™* <sint,, <C,-2™. (T)

B УС) модуль первой разности, at.‚|= Ic-0.5(A+B),

Jed,

акп.(n-2*y" а,-(п.(пак, а,

C=n-2 Їїі, A=n-2* Еб B=n-2* Рак . Легко видеть,

a,-(ney ак-(а2к)"

что Азсти су Если рої, по онеравенству

ayery _

a 2 Te

 

м бо 4 ДР : м : - .,

Гёльдера гЇ«С,n-2*° mf==) ді. Аналогично, и для

 

say
         cee1Умdt. Значит, Ме»остальных іє),

     АГ,il <C"n-2i)ii

 

уТккобot|sib

sin”чі « С"п.2 |

точуro} p(t)dt .

a > в. но
Оценив 8іп! "да В Лк сверху по (Т): DAE, віпдо tas

jel,

| a,{a2у 1 \ р

п-23.27КО-»р) іжо | -6 p(t)dt <
a,пау п.2

1 «АР ~ 1 yr ny
flt+ —f(t} oft «бані =Си,- 3 9 p(t}d ж

 Применив(Т), Гы]

  

 

«Сру

 

_ 1-(n2*)"

<Cn-2°Pk |
4
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Отсюда $ < C(log.n]+ 1)<C,Inn,u =, < Clnn .

2) 1+2a—-vp<0. Vi,j таких, что sint;, #0, Ут,п #0, выполняется

. 1 ; 1
HepaBeHCTBO: и < (sintіл + [in ~T;

 

a (віл, “Sint;vy"Следовательно,

м д и Ур! Е. IP 14+20-vp 7 | , " {\-0.5p(2m-1)
Я, < Савру(й А sin “Tin У ito, Ти] го

і

зантпЗЕЕ». Ввиду (Е)
ічдачут ye р

інда-м -1-20 г ASATsin Tin SCyyy, orkyma L, SCyg5yn"? Sat,

кучи, Ті

достаточно больших п5, 5саУА,

 

2a = [р+n >AL.

j        

 

іа

р. 12а
Вет, х

 

9.5р(2т-1)

  
-0.5p(2m—-1}-1~20+-vp

чіпіс,
 п "Ті ); для

Poe дао
sin? Pz, є С8. Оценка 5 в

 

(1) не зависела от знака 1+ 2а- ур, позтому >. < Сип.

B. 2: xi, <0 ( ВНОВЬ ДЛЯ краткости пишем М) вместо 2. ) )
; j | Е ху «б

Вместо віпє,іа Получим множитель віп, для аналогичных целей.

аеза-уро:= (0% Deleware"м us "jf Alex,,$-0.5

0

рббах,«0іат

са) Оценим УХ: у«п? У Ar.saти
oS И рак 05іт

yeSpQm-1)_

 

> n+fi-z| haeп ж , ~ Lon -Та 272» 8 1,25. Tak как Їт Cini nl TO т Та Дао»
i410} 2n ? jn

 

T,, =arccos0 = 0.5л . Тогда для достаточно больших т

у( + alt, Cnлі)0.5e(2m-1) «Су 2.(n+ к)252") «СппОбідні

і| ; евро
Если 1+2B—vp<0, TO sin!‘Py.п 2120 0.5p@m-1}+1 , значит,

xуп —Tin ур"
)

i

віпPVPa > аг2B+vp ,

 
<Сpsin'*7-ti,-Aecuu 1+2B—vp >0, To n10(Р)

; для достаточно больших т аорти enBHP и

 

   

 
    

0.5 p(2m-I
У у ром  <Cy,,ysin#78та. Отсюда

і
- - > р м. _

х«Са? SAL, "2х <Сп?" У(...), далее - как $ в (А).
f-l<x,,S-0.5 j-i<x,<0

б) Оценим >". Начинаем,как для 5, в (А): у: <...< С$, где
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- > Р граєЗап?" УМ, т" т,„. В $ при добавлении в интегралы p(x) вне
$ -0.5<х„<0

 

зи 72В . (а; 2x) ( 1 (aв)их возникнут множители вида SIN “Tins Tin ElG, 4) => \SINT;, С”, и

после замены соответствующие выражения оцениваются так же,как в (А).

Объединимоценки(а) и (б); 5 25 У" «С"іпп.

2) 1+2а-ур <0: снова, как в (1), 5. 2  У(.)- У(.)=2+%*.
fri<xj,,S-0.5  ¢-O.5<x;,<0

- : — —1-2а+а) 5/ : согласно(Р), sin? Pq, <n? Torna

  

 
   

 

 

~ ~0.5p(2m~1)- 1 P 1-204 рхост У АЕ, чтит, | Kak us
J -I<x;,S-0.5 i

1 0.5p(2m-1)
случае (1), для достаточно больших т п"Упса — Сул у «

і
_ _ ~ р. _<C 1 t28-Pr, => El <Cn® 1 Dar,i sin +76 "Ра, далее - как в (І).

jr -A<xj5-0.5
ов:

6) наконец, рассмотрим Х’. Начинаем оценивать, как Х, в (А), и получаем:

х' «Ст? МАГ,i віп Нас"Tia ; далее - как 5 в (б) сл. (1).
г-0. 5<Xj_<0

Как видно из (А) и (Б), раб,Вирcg для _ достаточно больших т:

выбираем наименьшее такое’ т - оно зависит только от 4,§,p,V

Следовательно, установлено, что справедлива

Теорема3 (= [2, теорема6]). МТє AN), р>Е существует алгебраический

полином Р, (х), степень которого «пап (т зависит только от а,В,р,У),
г.

Flex),З Ма?п

пИх?за?

«Стакой, что ар
    І?Р

Следствием теорем 2,3 и аксиомытреугольника для нормыявляется

А) іТеорема 4а. УР є Ні, р 21 существуєт алгебрайческий полиномР. (x),

 

 

    

 

  

рр»

степень которого « Зп (та зависит только om af, p, Vv), такой, что
і

Е(х)-Р їБ ситно ДБНсы
алкани? | РР; на! т РУ в

"р

гык) | вене.) |
 

|
Выберем ие [0; у) и оценим7 . Повторяя

|

i

|
йоеее

рHable)! віхдаті?ав

Teopeme 3, nockombky 1+ 20,—pp >20vp, D< Серий, и справедлива
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Теорема 4b. Vfe HW)»p2i,pe [0;v) существуєт  алгебрайческий

f(x)-P,(x) He Сабрми ,
1-х2+п

полином Р, (x) степени < 2тп ‚, такой, что <
Le n

   

 
т

г+4 . —2г—4
Пусть уш= [бло5 (msin+) t, réN,meN. Wssectuo, что

и

1; пн тя т \2г-4 = м яK(t)= Ym sin" 115115 — четный тригонометрический полином

порядка (r+2Xm~1), удовлетворяющий условиям: {x(t)dt =1,

fel K(t}it<sCm™,0<B<2r+3; ecm (ке 11-11] , то Q*(cosd)=

ка)
Е(cos(6 +t))K(t)dt — anreSpanuecknit nonunom, degQ’ =(r+2m—1).

[ея] |
Лемма5 (= [3, лемма1]). Если функция Ф(х) обладаєт производной Ї(х)

 

      

1 р і

такой, что ( Ах р(хіх > <M<o, p>1+2a2>0 ир>1+28>0, то J
ол Wi-x?+n7

полином Q(x) степени не выше п, для которого

Р 1 CM
90 Ex} Qk _ yo $<, rae С. не зависит от п, п> |+2.иеan п

Доказательство. Пусть шеМ - наибольшее число, для которого

(r+2Xm-1)<n,r==] (тогда (г+ 2) >2 п). Вкачестве Ох) возьмём Q"(cos8);

сделаем замену х =cos0: I=зеІн
(пониЇ" іваовsinodé у =

 

-(sin $|me ‘озоновdo)? Ho обобщенному
(быт

г.ир 1ilко)енDat

 

неравенству Минковского

 

 

 

f£(cosd)-f(cos(0+t +24 він1< СиврoeJ singe" навai" ‘cos4 do)? &. Для t20

ї

зДняниви Фу"bing-|cosata40)". Опять применим это
6+0 }
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і р (зіп(еччи ни"! Pisin(шееeos!я ,
зct If'(cos(8+u)) г. - Е 21 2 40 уdu .

5 2еннаЯ о (тео У

A

Покажем, что А < С, (1+ ша)»ілaul"?б розаов

Так как п «(го 2), кни«ПаcationJP<(i+nu)”, |sin(o+u)? =
sin6|+n™ З тіні)

=2? sin внаpve (оoepes) . іпсай2a) |costhtна ‚ то достаточно

 

  

    

 

оби р-(1+2а) 9+0 р-(1+28) 29 1420, 8 1426

sm 5757 уп oss "

показать, что В= рт `_<С"(+пи}. Используя
sindl+n

неравенство (sino| +n!> (sin3+n!Дес+n ), получим (0 <1+2а<р,

0<1+2p<py:ВСyo(коженР<
|sin(0.50)+n™ \cos(0.50}+n7 7

<с(-СТОяb+уоба<<С'(2 +=}(+пи)?, откуда В < СТІ + аш} :

 

а р а
Значит, | < fe "| |tote) Assin58цар. lcostiaPa(o+u))? x

2020Дзілвенадного) ро wo

ї 1 Ж 21. ot

xC,(i+ mu)" di <“Io КомуС,і таці)"а «С, [М(ломуdu<
2 . 0

5 смійчт)"ts 0--“аналогично. Значит, Isсм“felКт)K(t)at <<

[2]

«см fixe)+m!РКdahccaтов! а,єм,-.
7 т п[-лул

Лемма 6 (= І», лемма 2]), Всли Ї(х) дифференцируєма и

|(xP,Cx)
Зы

<(в-1), р>1+2а>0 и р>1+2820, то для n>[s]+2 существует полином

нок) «см.

Доказательство. Пусть (x)= f(x)- [Pal1 (пи, тогда

[0;x]

ф'(х)є Е’(x)-P(x) ox) Удовлетворяет условиям леммы 5, согласно

caba|_| «ооо|
к?и” 7) I-x? +n

Ж
нок) <M<o, где P(x). — полином степени

 

. fО,„(х) степенине выше п, такой, что || со,|
1-x? +n

 

CM
<—— , где стенень полиномакоторой зо," (x): at

и 1

       

Ly
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Q, (x):= о (x)+ ГР («Ха не превосходит п; он и являєтся искомьм.

ох)

Теорема5. Пусть: 1)'4В» 1; раї;reZ,;дам; 2) Схує вчу)У

3) если г>0, то р>1+2а>0 ир>1+28>0. Тогда:

а) ЗС Уп>г, зр, (х) - полином степени «п, для которогоар"

f(x)-Pnlx) «Сорти що,

(ix? tn7iy LB С

6) Ecnu OSp<v, mo AC

 

apprvp: Vn2r ЭР„(х) - полином степени <п,

f(x)- Р, (x) «С nv’
‚уча afiprva

1-х? +0"

для которого

Le

Доказательство. (а): Гейape HY), Пусть КЕМ таково, что

2mK <n-r<2m(K +1). По теореме 4а З полином Рк.(х) степени <2mK:

2 У . У

ив.) < сек . Поскольку (Vinx? +17] «(атогWinx? +к-] ,
(=хак}
 

        

1 і

(7) Р. о Py. > У т
Wee J «С,пато со У <Сори(2) < Сор". Если

I-x? +n" 1-х? +К- т тароUy Uy
: а 1

. Е x Р,(х)т>0, применим г раз леммуб: at = <Coppry Oeвуз Й degP, дев,
  

 

 

Чтобы доказать (6), рассуждаем аналогично, но вместоиееко

BR
берём М 1—-x? +N7 J ‚ а вместо теоремы4а — теорему 4Ъ.
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