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ОЦЕНКА СНИЗУ ЭКСТРЕМАЛЬНОГО РАДИУСА ПОМПЕЙЮ

ДЛЯ ПОЛОВИНЫКОНУСА

Знайдено оцінки знизу найменшого радіуса кулі, в якому дана множина є

множиною Помпейю. В якості множини розглядається половина прямого кругового

конуса з радіусом основи 1 і висотою Й 21. Для й.» 3 знайдено точне значення
екстремального радіуса Помпейю.

Введение. Пусть А”- вещественное евклидово пространство размерности

п>2, М(п) - группа движений в №", МоКА, В) = Я Ее М(п):ЛАс В),

В» = ix Е №" | х|< В}. Компактное множество Ас А” называется множеством

Помпейю в В(будем обозначать это Ротр(В)), если всякая локально

суммируемая функция/ : В —> С, для которой

|f(x)de =0, VA € Mot(A,B) , (1)
aA

равна нулю почти всюду в В . Классическая проблема Помпейю об описании класса

_ Ротр(Е") изучалась в 1; 21 с общирной библиографией. Мз результата [3]

следует, что если граница множества А липшицева, но не’ вещественно-

аналитическая, тт А є Ротр(К"). В.В. Волчковым было доказано, что’ если

некоторое множество „А е Ротр(Ё"), то АеРотр(В,) при достаточно

большомК . В связис этим в [4] поставлена следующая

Проблема. Для данного множества А найти

(A) = inf{R > 0: A € Pomp(B,)}
Ряд результатов, содержащих оценки сверху для величины (4) полученыв

[5]. Отметим, что множества для которых были найдены точные значения или
оценки величины RCA), можно разбить на следующие типыпо составу их границ:

1. Состоит из отрезков или плоских участков (многоугольники,
многогранники)(Г4, Рагі 4, Сраріег 2,3][5]).

Эллинсоиды([4, Рам 4, СВарієг41).

Полушар(14, Рагі 4, Сраріег 51).
Содержит дуги окружностей(секторы[7], треугольник Рело[8]).

Цилиндры в В), в оснований которых лежат круговые сегменты([9]).
То есть, это были или плоские множества или такие, которые можно получить

из плоских путем обобщенияна большую размерность.

В данной работе полученыоценки снизу величины (А) для множества

А=ре0525-уу,у>0] {2)

половины прямого кругового конуса с радиусом основания | и высотой Й > 1. Для

случая й > 3 получено точное значение величины (А).
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Формулировка основного результат. Всюду в дальнейшем полагается, что

п=3 и множество А имеет вид (2). Следуя [4, Рай 4], введем следующие классы

функций. Пусть З(А, В)- множество функций из [„(В), удовлетворяющих(1).

Для Е =1,2,...,00 положим 5* (А, В) = 3(A4,B) AC*(B).

Основным результатом работы является

5h? +1
Теорема1. Пусть h > 1, mozda R(A) = ———3h . Hpu h>3 umeem mecmo

равенство. (А) = (51? +1) /8В.

Геометрические конструкции. Для компактного множества К обозначим

r’(K) =inf {R>0: 4K <B,,AeM(n)}
— наименьшийиз радиусов шаров, содержащий компактное множество А’. Тогда

. h? +1)/(2h),h>1(dy af Вит
: LA<l

Пусть вершины полуконуса расположены в соответствии с рис.|а и

В, = ix eR’: їх| « в}. Обозначим  Мах,(К,Й)и Ми,(К, И) -соответственно

наибольшее и наименьшее расстояние от центра шара В, до объекта * (верлины

В, ребра АВ или основания) полуконуса’ `АА при всех возможных ‘движениях

AeєМОЦА, B,). Для определения этих величин заметим, что экстремальные

расстояния достигаются при расположениях треугольника АВС во наибольшем
erat Адл ттт prose

сечентии шара, то сесть в круге содержащем центр шара: Поэтому далее будут

‘рассматриваться положениятреугольника АВСв круге радиуса R .

AL pepe

  
a) b) с)

Рис.1

На рис.16 мы видим ближайшее расстояние от вершины В до центра шара.

Двигая прямую АС в плоскости основания полуконуса или в плоскости
АВС можно только увеличить басстояниє от вершины па потаа шара.можно тоОльк 14215 PAIRPORE Ото веріши до нептра

Повороты не дают нового результата из-за симметричности шара. Остальные же

движения полуконуса в шаре получаются путем совмещения указанных выше. То

есть, рис. 16 действительно изображает Ми, (К,Й). Очевидно,этот рисунок

показывает и Max, (R,h).
осн

Рис. Іс изображаєт. Махв (К, й). Очевидно, что наибольшим расстоянием

АВ до центра шара будет случай, когда вершины А и В лежат на сфере радиуса
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К. В этом случае, для удобства вычислений расстояния, мы всегда можем

расположить полуконус в наибольшем сечении шара.
Решив геометрические задачи по нахождениюупомянутых расстояний для

соответствующих экстремальных положений AA B В, ‚ изображенныхнаа рис. І (ь-

с), tim к следующим результатам:

Мах„„ (К, й) = h- К, Min,,,(R,A) =h-k, Мах, (К, п) =К,

Min,(R,h)=h= 2-1, Мах(Ву

Обозначим У(КВ, й) - найменьший радиус шарового слоя, в котором находятся

 

основаниеи вершинаВ фигуры ДА при всех А = MottA, 8,в). Тогда

F(R, A) = пМ,„(К,Й),Мт, (К, в); =h- R.

Вспомогательные утверждения.

Лемма1. Пусть А >0, Е (0, К) иг >ЕС"“[0, К). Тогда существуетфункция

ЛЕС",В), 1 =0, такая что

feeEVE п(ба=ОВОКя о.
й

Доказательство. В указанном вьше интеграле сделасм замену ё = —, тогда

x

1/1 го |

радко, онее
Гx Ухx x x” ; 4Jв Х Е

-#0Заменим —afАіh(x),y==-uGQ)= (отметим, что.о60)Ес

Тогда исходньй интеграл преобразуєтся следующимобразом:me

[ace у? хак = GY). После замен у’=2, х’=ти ——^=Н(т), имеем
TAR

heт.Ном29)КО).
сти

Дифферониружинтеграл по 2, получаем | рамQFпоМа)
| 2 ув МЕС Т

Отсюда имеем

se,a 1 й A,@dt|
Н(2)=(2) ~7 ‘|=

Возвращаясь к выполненнымзаменам, получаем
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ІLo

515 чано) y)ву,
У У г 1/7

То есть

fe1. R г А(тат
В) = + .ат - J =—

б
Учитывая, что в заменах мыиспользовали функции из С"(0, К), делаєм вьвод, что

полученное решение /(1) = С“[0,К).

Лемма2. Пусть В >0,&Е (0, А). Тогда существует функция

feC°(0,R), f = лакая что

VR?
J ОР +Уts)ay =0, Vxyi+y? <R,VseR',te(-—R+e,R-€).

ей

Доказательство.

(A
FYE +PYO + sldy=

Re

=freeконктувів зу"Ху тя)ду
ЧА?2

Сделаем замену & = Jt + у», тогда предыдущее равенство можно продолжить

следующим образом:

слеру. зе.Bhfiery.

-{Де+п).a|ФуДак,по|ме пар
Подберем функцию Я(Г) из леммь1, такио=0 при /є|0,К-є) и

2) є 0 при г є (К -- є, К). Таким образом, два последних интеграла равнынулю.

Следовательно, утверждение леммы доказано.Утверждение леммы2 ‘переносится и

на трехмерныйслучай. Пусть Ёе [0, А -—=) и Г, - прямая, параллельная одной оси

(2. Тогда верна следующая

Лемма 3. Пусть К>0,5е(0,К). Тогда существует функция

ЕС"[0, К), } =0, такая что

[Fe +y\y+sydy=0,Vx,yix?+y? <RVseR' te(-R+e,R-6)
Ly
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Доказательство этой леммыочевидно сводится к доказательству леммы2, если

провести через прямую Г, и центр системыкоординат плоскость.

Следующая лемма будет необходима для построения нетривиальной функции
из класса З(АА, В) для некоторых Ди К.

Лемма4. Пусть 0 <? < А, функция / є С"(К"): / я Ов В.>» › Радиальная и

имеет нулевые интегралы по всем прямым, расстояние 4 от которых до центра

шара В. 4 «Х . Тогда для любого полуконуса АА с В,, где А Е МоКА, В, ),

вершина Ви основание которого лежат в шаровом слое В;», а прямолинейные

отрезки имеют непустое пересечение с шаром В; интеграл |09 = 0 для

любых Я Е МОКА,В, )

Доказательство. Доопределим функцию Х нулем во внешности шара В»

Тогда интеграл от функции Г по данному полуконусу ААне изменится, если

вместо него рассмотреть бесконечный полуконус ЙА, который получается из

данного путем продления образующих.

JХе, у,аи= Гусо» 2)dedyde + |ву,офи.
г ААСВ, МАВ, =

Рассмотрим случай, когда вершина В является началом координат. При

интегрировании перейдем к сферической системе ‘координат.

| х = рут 9созф

оу,заду= y= psin Osin ge -| foпо,яко)sinп бар.

-2 = рсозф ор 9%.

ге О={(9,0}. По лемме 3 внутренний интеграл последнего равенства“фавен

‘нулю. Мырассмотрели случай, когда вершина В нашей фигурыявляется центром
начала координат. Рассматривать поворот не имеет смысла в.силу симметричности

шара. Все остальные положения полуконуса являются результатом сдвига. Таким

образом, теорема доказана.

Sh’ +1

8h
фигура AA удовлетворят условию леммы 4. Максимальное расстояние

образующих полуконуса до центра шара В»ьне должно превышать Г, а его

Доказательство основного результата. Покажем сначала, что при А <

основание и вершина В должнынаходиться в шаровом слое Вк: Зти условия

обеспечиваєт система уравнений

Max,,(h, R) <7

r>O0

или, что то же самое
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h-R>0O

Решив данную систему, получаем

57? +1 ( = 1 \
R< при йЕ| —®,-—= || —=, |.ГВ”)

Так как фигура АА (1 = МоКА, В, )) удовлетворяет условиям леммы4 при

h>1, vo для функции / Е С”(№”), также удовлетворяющей условиям леммы4,

верно следующее

[ода = 0 для любых Я Е МоКА,В,).
4A б

Sh? +1
 Таким образом, при К< данная функция является примером

ненулевой функции из класса 3”(А,В).

51? +1.
Итак, имеем оценку снизу для (4) 2: eh при Йй>1. В [10] получена 

оценка сверху величины (А) для й.» 0. Учитьвая, что при й.» 3 нижняя и
п . Ша р 5p +1 . .

верхняя оценки совпадают, найдено точноезначение(А) = — eh для фигуры

ДА (Ле МОКА,В, )).

 

Применения полученного результата. ‘Теорема | позволяет получить

достаточное условие замкнутости в пространстве [,(В») (15 р < ®) системы

функций...

Wald):AEMOABыы об)
Здесь 1,характёристическая функция множества13,тоєсть ро,

_jLxeA,
Xa > 0хе А

Теорема2. Пусть й>3,К>г(А)ли1< р<х. Тогда система функций(3)

51? +1 51° +1
и незамкнута при К < ЗА

11
Доказательство. Пусть существует функция /еР,(В„),где —+—=1,

замкнута в Г,(Вь) при К>  

которая ортогональна системе функций(3). То есть для любого Я е МоКА, В)

верно равенство

[FOrude = 0.
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Учитывая определение индикатора множества, последнее утверждение можно

переписать в виде |ДОдах є Одля любого Де МоКА,В,), что означает
дя A

= Sh?
ГЕ З(А, В). Учитывая, что К > 

ил за

‚ по теореме 1 получаем /є 0, Отсюда
at Ee

  
о: ‘Sh’ +1 Sh’ +1

следует замкнутость системы (3) при К> в При R< a из

доказательства теоремы 1 следует, ^^ что существует функция

ХеЕС”[0, К), } =Отакая что [Fedde =Одля любого Ae Mot(A,B,).
JA

Следовательно, для такой ненулевой функции выполняется равенство

|ЛО)Х„Ах = 0, то есть она ортогональна системе функций (3). Таким образом

Br

Sh’ +1

8h
получаем, что система функций(3) незамкнута при А < 
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