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ОЦЕНКА ПРОИЗВОДНЫХ ФУНКЦИЙНАОСИ

В ПРОСТРАНСТВАХ ВЕЙЛЯ

Отриманонерівність, яка оцінює півнорму Вейля похідних функцій, щозадані на

осі, через рівномірні норми цих функцій та їх старших похідних і розв'язано відповідну

задачу Колмогорова.

Пусть С обозначает отрезок, действительную ось В, или единичную

окружность Т , реализованную в виде отрезка [0,27] с отождествленными концами.

Символом Г, (с), 1<р< о, будем обозначать пространства измеримых функций

х:С >В › таких что |] «со, где
г, (0)

ур

fsa ‚ если 15 р<о,
Khe = й ,G

vraisup|x(t}, если p=oo.
teG

Для ге М u p,s є [1,05] через Г’, обозначим пространство функций х:В >В,

для которыхх“”? локально абсолютно непрерывна, х єї, (К) и хі?є 1,(В).
| я г гБудем писать Ix, вместо Ix,ю иГ. вместо Г.

В данной статье изучается модификация задачи Колмогорова

Їх! | — sup, k=1,..,r-1, q21, =” (1)

где точная верхняягрань берется по всем функциям х ЕТ., , таким что

Ik], <A. ®
_Хорошо известно[1], что эта задача эквивалентна нахождению точной константыв
неравенстве

  
ОКА, 2)

x) in

JO], sch , те М, кат, (3)

  

  $

т
для функций хеГ,,, где а = (г-К+1/9 -1/5) (г+Ир-1/5). Имеется лишь

несколько случаев решения этой задачи для всех ге М . Полную библиографию по
этому предмету можнонайтив [1-3].

Для произвольного отрезка [а, $} с В авторы работы [4] нашли решение

следующей модифицированной задачи Колмогорова

о]ны — sup, k =1,....r-1, q21, (4)
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где точная верхняя грань берется по всем функциям x EL,

условию (2) ср=а=х.

удовлетворяющимoF

Хорошо известно [5], что для функций х. таких что х ЕЁ[а,0] для любых

а, БЕК, существует предел

йорога]=М 9
Заметим, что для Те периодической функции Х

Ы,,= +]ок
1/9

Функционал |, используется при определении почти периодических функций в
4

смысле Вейля [5]. Положим

    

 

       

** (y,5) =sup Ik” le , (6)
4

где точная верхняя грань берется по всем функциям х є1,,,, таким что

(т)
||. « у, м.„ < б.

В настоящейработе доказано, чтодля К о 1,...г-1 421 -

ФК wy Merbole у Кіт Зкіт у 5 з 0
4 У, ізkr у 2 #2 > 7 тов

lo, «о

з у lo.k lew,
где Ф, 7» идеальньй сплайн Зйлера порядка Га --7-76 точная константа в

"НОР Йо

неравенстве ‚

MH ee tye, Oy fee =Їх ly €C [x[EkO а=-кт.

Кроме того, решена задача Колмогорова о необходимом и достаточном условии

существования функции Х ЕГ.,, для которой

Pe] о, Мы ж?
где ®, у, 6 - произвольно заданные положительные числа.

 

 
=6,

хо

Нам потребуется функция Фі,і , к» ПОСТроенная в (4), которая являєтся зкс-

тремалью в задаче (4). Пусть ф,- г-й 27- периодический интеграл со средним

значением на периоде равньм нулю от функции Pp, (t)= sensint. Jaa A > 0 поло-

жим Ф., (1) 2:47" Ф, (М). Фиксируем произвольный отрезок [а, 6] < В, гЕМ и

A,, A, > 0. BriGepem Л. > 0, удовлетворяющее условию

A,=A, lo. и

  

(7)

и представим длину А отрезка [а, 6] в виде
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Ап+20, пеМ, @e(0,n/(2A)). (8)

Тогда

т +
Dia bh nk (А, Фа(Ї +т,), т, =ж+ (-1)* '),

где т, выбрано так, что

vl

  

Oia nk (a+ 9) = Oe, nk (b- 9) =А,

 

     
Ясно, что Факс к ЄМ М

 

 

{ry

= Ao [een .=

А.}

мОa
at ADO.

lo. bh rk

Рассмотрим класс функций

г(А. А,=х ЕЁ: хі, з А, Їж?

  

 

и пусть

R(A):= вир
хе.(А. А,) ^ РЕМи Їх“1.

Согласно результату работы [4] для К =1,...г-Ъа>21

і ath на
4

| С |он г«9 а

R(A)=+—-
( )= АК" АХ r

Найдем двухсторонниеоценки для величины В(А). Пусть п: — точка локального

максимума сплайна ф‚,. Тогда

  

 

atA mh.зі.

[0лук (ОепА іfone)РОРУЧИ|loncstthat,
a J

где ^ определяется условием (7), ап и ®'’- условием(8). Следовательно, ввиду

определения Фу

  

min
mtGA

паАЮtq)р flo.ауdt+2 | Фк(6a

R(A)= i; AOABLO AP 
Таким образом,

mein mid iq

| flo. (ty"dt+2 flo.оїз)

(АХ. 1/q lof.
о

R(A)= 

Ясно, что
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mtOnr '

0=2 Ile,Воfle.ак,

так как @=(0,х/(2^)). Поэтому

ye

 

 

  

З Й а учукне позераее
АА |.о An Ло

Согласно (8) и (7) |

nn ni > 2 (n+]1)x_ (n+I)n «ПЧ

АХ пла2А9 пу AX  nxt+2240 п
и

     
ИхвЕе- | | о

где [al — целая часть числа а. Таким образом,

опо ем| Иваря (Flo.cay|
} , 7 1 «То и .

і 5 5 - . (10
|mu > R(A) < | n ) 1-к/г ( )

$,
« "і что і ~ г

Теорема 1. Пусть К.гЕМ,К<г 421. Для любойфункции хЕЁ,

Їхae 18[№Фк«С
ac} iуlhe oll:

a
где Hay определена соотношением(5). Неравенство (11} является точным и об-

4

  

n+]
 

 

 

  

(11)

 

 >
boa

  

pauaemca 6 pageucmeo dna dynxyul x(th=aq,,(t+b), a,beR, A>0.

Доказательство. Фиксируем произвольную функцию ХЕГ.,, х 2 соп%.

Тогда х є І, (А.,А, ), где A, =], ^^9

wltf{fewefa) зу
<1+—

м. й
где п определено равенством (9). Из (9) следует, что п > ® при Д -» 00. Позто-

му, переходя в (12) к пределу при А -» со, получасм(11). Точность (11) очевидна.

Замечение. Для периодических функций неравенство (11) трансформируется в
хорошо известное неравенство А.А. Лигуна[6].

Следствие1. Пусть К, гЕМ,К<г, а>1. Тогда

  

‚По неравенству. (10)

[||ФкСО|

ки ‚ _ (2)
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leasO** (y,8) -| и. уки skin у, 5 >0, (13)

Ф

где Фе" (у, 5) определено равенством (б).

  г

Доказательство. Ясно, что величина ore (y,5) меньше илиравна правой части

равенства (13). С другой стороны, для любых фиксированных 7, б > 0 рассмотрим

функцию х.(0:=6ф, (1, где A выбрано так, что Ї хо. зу, т. е.

A= (5.1, yur, Тогда [xs
  
2 =б и

На 1 * а

5'(y,3)2 fo",Зіlon, xO)a| «веfo.sce =

(теку/г

1
"Я Їх!
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І го (9З =a

(r-Ky/r skit

8(|. Е {i k | loo" у

Повторяя рассуждения Колмогорова [7] (см. также доказательство теоремы

2.4.1 из [1]), получаем еще одно следствие.

Следствие 2. Пусть К, г ЕМ, К < г, 421. Для положительных 5, у, 9

a

существует функция xX, Е Г.,, такая что

 Ро, =, кК|. -з=
если и только если

5 « “ae к/т бют,
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