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ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ФУНКЦИОНАЛА
ПЛОЩАДИ

Досліжується узагальнення задачі М.О. Лаврентьєва про оцінку площі

зображення круга. Показано, що одержана оцінка у досліджуємомукласі є точною,

Введение. Задача об оценке площади образа круга при квазиконформных
отображениях впервые исследовалосьв [1].

Приведем основные обозначения и определения, которые будут
использованы нами в дальнейшем. Всюду далее О- область в комплексной
плоскости С, т. е. связное открытое подмножество С, z=x+iy—

произвольная точка комплексной плоскости С, 5(2,, r)= С ЕС: | - Zo| = rt,

5() а ге С:ет), A(z, 1).)= {zen <\z~2,|<n}, B(r)=

={zeC:|2|< о Верес: ІД «1, @5(Е, Е) обозначает  евклидово

расстояние между множествами Е и ЕЁ вС. Пусть Е, с C- произвольные

множества. Обозначим. через _A(E, F, К, р) - семейство всех кривых

Уа, |зС, которые соединяют Е и ЕР. в. О, т.е. ((а)є Є, у(Б)є В и

y(t)e D npu te fa, b). й

Ввиду того, что емкости и модули являются основным геометрическим
методом в современной теории отображений, следующая конценция была
предложена в [2- 4]. Пусть @- область в С и пусть 0: Gf], co] —

измеримая функция. Гомеоморфизм f :@>С =С U foo} называется 0-

гомеоморфизмом,если

мИт). < |Ое)р*(z)dxdy (1)

для любого семейства Г путей вС и любой допустимой функции р для Г.

Эта концепция является естественным обобщением геометрического
определения квазиконформного отображения[5].

Напомним, что борелева функция р:С -> Осо) называется допустимой

для семейства кривых Г в С, пишут р Е адтГ , если

Ге)>1 (2)

для всех уе Г, Модуль семейства кривых Г в Р определяется равенством

М(Г)= иp’ (z)dxdy. (3)
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Следующее понятие мотивировано кольцевым определением

квазиконформности по Герингу [6]. Говорят, что гомеоморфизм /:0-з С

является кольцевым О -гомеоморфизмом в точке`2, Є Ї), если соотношение

M(f(A(S,, 8, 4)< [0(2)п?(2 -фахам (4)

выполнено для любого кольца A = A(z,, 7, 7,), 0<7, <7, < d,, где

d, = dist (z,,, aD), окружностей 5, = S(zZo, r), i=1,2 и для каждой измеримой

функцим7/: (к, r,)> (о, о] такой, что

ра =1. (5)

Следуя [7|], пару Е = (4, К) называем конденсатором, ге АсС -

открытое множество и К - непустое компактное множество содержащееся в
А; Е называем кольцевым конденсатором, если С = А\ К - кольцо,т.е., если

G — область, дополнение которой С’\ (5 состоит в точности из двух компонент;

Ё называем ограниченным конденсатором, если множество А является

ограниченным. Говорят,что конденсатор .Ё = (A, K) лежит в области Р, если

Аср. Очевидно, что если }:[)—С- открытое отображение и Ё = (А, K) =

конденсатор в І), то (JA, fK) также конденсатор в /D. JIanee, fi = (JA, JK).

Пусть E=(4,K) - xonpencarop. W,(E)=W,м, Кк) -— семейство

неотрицательных функций и: А —»К таких, что:

“Wwe4), где С, - клаєс:непрерывных функций,финитньк в Аз

2) u(x)> І для хе К; о С

3) и принадлежит классу АСБи
1 : - Р, зл

о мые] (6)
i=]

Величина АЯ era ри нано

чн : mee Яр * 2 "исар Е =сар (А, К) =int іМи ахау

называется ёмкостью конденсатора Ё. Известно [7], что

(inf 1(S)Y
cap bl> 7
?P mA \KУ (7)

где (5) — одномерная мера Лебега кривой 5, которая является границей

5 =00 ограниченного открытого множества (/, содержащего К и

содержащегося вместе со своим замыканием (/ в А, а точная нижняя грань

берется по всем таким 5. Крометого [8],

cap Е = М(А(дА,ОК; А\К)). (8)
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Лемма1. Для любого конденсатора E = (A, K),°

сар E> 4ттК)
(9)

т(А\К)

7 Доказательство. Из(7) следует,что

inf (S)<[m(A\K)p (cap Ep. ^ (10)

Применяя изопериметрическое неравенство получаем утверждение леммы.

Лемма2. Пусть / - кольцевой О -гомеоморфизм В в;В в точке0. Тогда

имеет место неравенство

dt
m(fB(t)) < лехр РРи

" t folte’* Jap б
0

У г є 0, I]. (11)

Доказательство. Рассмотрим в точке 0 сферическое кольцо

К, = й eCit< Іх| <t+ Ath В, где {>0 - некоторое фиксированное число.

Пусть

К, = В(!), Ан.= В(1+ 41)
|К) конденсатор, тогда (м... тк) — кольцевой конденсатор в В,
согласно[8; 9; 101, 7:

гар (А.о тк)МАСА, Ук AR)
и, ввиду гомеоморфности /,

AA.os IK;ж)=(АА,„, ок. В).
Пусть O(t) = m(ВІ). В силу (9) получаем

і An т(УК,imР(и. тк)»тАЛК)

и, следовательно,

=Ф(<понГос)-т'(даау

для любой измеримой функции 7 : (г, t+ At) > ©, оо] такой, что ра «і.
й t

м

Возьмем функцию 1, (г) єк.Поскольку [7 (")@" =1, то
rl :

t
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Or + Ar)- O() At Q(z) —
At Ry 2 t+At\\й (а )

Переходя в последнем неравенстве к полярным координатам
z=(x, у)>(рсозф, рэтф ), имеем неравенство

пай)x|[Joleen|

At

t

дя Ф(г) « 

 

дл Ф(г) « 

и при ДІ -» 0 получаєм для п. в. І

4л Ф(г) « Ф\ tfleр

 

 

те

4 « Ф t)
: дя .

‘tfole*)ap <0)
- 9 .

Интегрируя последнее неравенство по Ге (r, 1), имеем

dtда Ї «І ФІ)з пе
"|Ое"ар
0

те

| | )

точ“lle ,

что и требовалось доказать.

Теорема 1. Пусть Жо - класс всех кольцевых О -гомеоморфизмов В в

Вв точке 0 таких, что

40, (12)
І Olte'*чо

6

СО
ч
н
у
п

Тогда
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| 3

sup ®, (r)= 7 exp или ; (13)

й " ‘otгеа

где ®,(r) = m(fB(r)), г є (0, 1). Ср. Й, с. 41.

Доказательство. Согласно лемме 2

Ф,(к)« лехр ода (14)

ое“)do

Покажем, что равенство в (14) достигается на отображении

1
at .

fo(z) =exp - 28 |=———— exp fiargz}.

І[оеар
0

Для этого воспользуемся теоремой 2.1. из [12], согласно которой

гомеоморфизм } является кольцевым (0 -гомеоморфизмом в точке 0 тогда и

только тогда, когда для любьх0 «п о«г, «1 имеет место неравенство: м - 1 2:

МОРЯ, 5., 4}5po

мо

ЗЧоге? а.

где 5, -(0) 212,А-МО,oul

 Обозначим kr.))=-2"Is—

іfotога
, Где г.т соответствует некоторой

точке 2, аг? є В, тогда f(z"a‘8% 7 =1, 2. Согласно [9], получаем

m(a(sle?} екз?) Alo, ен), eX) ))) = on =~ 1
etn) а
 

  In —~- | dt ——
ет) 2a |

“afОбе'я \dp
6

Отображение }, отображает круг В() на круг B(g(r)), где or) = et”)
2k(r)площадь которого равна ле””””, т. е. равенство в (14) достигается на Л, Е Жо.
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Следствие 1. Если в теореме 1 0 є Q, = const , TO AMeeT MECTO равенство

2—-

2sup ® ,(r)=ar®
ТеЯо

Ср. П, с. 80).

Следствие 2. Если в теореме 1 Q(z)=In—, zeB, то имеет место

HI

sup ©,(r)= ип}.
feRg

равенство

Библиографические ссылки
1. Лаврентьев М. А. Вариационный метод в краевых задачахдля систем уравнений т

эллиптического типа./ М.А. Лаврентьев — М.1962. —136с.
2. Martio O. ., Ryazanov V., Srebro U. and Yakubov E. Mappings with finite length

distortion// J, d'Anal. —-Math. 93 (2004), — P. 215 -236.
3. Martio O., Ryazanov V., Srebro U. and Yakubov E. On Q-homeomorphisms// Ann.

Acad. Sci. Fenn. 30 (2005), — P. 49 ~ 69.
4. Martio O., Ryazanov V., Srebro U. and Yakubov Е, О-homeomorphisms // Contemporary

‘Math. 364 (2006), ~P.: 193 — 203.
7 5," Хаїзаіа 4). Їїестагезоп 'п-Дітепзіопа!Оцазісопіогтаї Mappings. Lecture Notes in.Math.

229, Springer-Verlag, Benin г

Math. 96 (2005), -Р. 117-156. a
7. Martio O., Rickman S., Vaisala J. Definitionsfor duasiregular mappings // Ann. Acad.

Sei. Fenn. Ser. Al. Math. 448 (1969), 40р.
8. Hesse J. A p-extremal length’and p -capacity equality//Ark. Mat. 13 (1975),- P.131-

144. о
9. Gehring F. Quasiconformal mappings in Complex Analysis and its Applications, Vol. 2,

International Atomic Energy Agency, Vienna (1976).
10. Shiyk V.A.Onthe equality between p -capacity and p -modulus // Sibirsk. Mat. Zh, 34,

Ne 6 (1993), 216--221; trans]. in Siberian Math. J. 34, Ne. 6 (1993), —- Р. 1196-1200,
11. Воіагзкі В., Gutlyanskii V., Martio O. and ‘Ryazanov V., Infinitesimal geometry of

quasiconformal maps. Springer (to appear).

12. Рязанов В. Равностепенно непрерывные классыкольцевых О -гомеоморфизмов/

В. Рязанов, Е. Севостьянов/Сибирский матем. журн.,48 (2007), № 6, - С.1361 -
1375.

Надійшла до редколегії15.02.09

90


