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. СВОЙСТВА ОБОБЩЕННЫХ КОНСТАНТ ЛЕБЕГА ЧАСТНЫХ
СУММ ФУРЬЕ-ЯКОБИ

WO!

Установленовластивості узагальнених констант Лебега сум Фур'є-Якобі.

Hlycrb Lyys 13р< о, пространство измеримыхна отрезке[--1,1] функцийс

нормой ЦЕЙо =H виУР |›› где весовая функция w(x)= (i—x)* (+ x)? ,

А, В» -1. Если А є В, то полагаєм || Й |А ЧІ Ен, в частности,|| ©|=

Через p(B) (x) будем обозначать многочлены Якоби, ортогональные на отрезке

[-1,1] ¢ Becom p(x) = 0 -хзx} ‚ (9,В>-1), и нормированные условием:

p(:#)(1) = | бй , а через 89(Р; х) - частную суммупорядкап ряда Фурье-Якоби

функции feLl,,. Йзвестно [4], что для того, чтобы каждая функция

f ЕЁ,„имела ряд ФурьеЯкоби, соответствующий весу р(х), необходимо и

 

„ достаточно, чтобы выполнялись}условия

Й a+] PACTбані г Bri BeilBal а)

2, р 22... 2 Р 2

° если р > Га при р=1 в(1) знак > ‘следует заменить на ?.

Так кк А+! > Оби В+1 > 0,то левые части неравенств (1)меньше,

соответственно,(© + 1)/2 и (В+ 1/2. Поэтому вопрос о сходимости рядов Фурье-

Якоби в пространствах 1.» следует рассматривать в случаях
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Заметим, что условия А >-Ги В>-1 необходимы[4] для того, чтобы для

всех ГЕГ.,„нормы|| $8)(Е) |.» были конечны,

Вопрос о сходимости рядов Фурье-Якоби в пространствах [2х сводится

к ограниченности констант Лебега це?) - норм операторов sob (f):

LO) = sup PSS) Iw
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Наиболее простой случай В = а = -1/2 , w(x) = p(x) = @-х2)-1/2.

Ограниченность констант Лебега Leу , когда У(х) 2 1, х є |-1,1 |, установлена

в [14-17]. Х. Поллард показал, что, если 1 < р< 4/3, то константыЛебега 1%,

где \(х) = 1, ограничены, а если 1<р<4/3 илир>4 -— неограниченны.

Дж. Неймани У. Рудин установили,что при р = 4/3 ир= 4 константы Лебега также

неограниченны.В [1; 5 - 7] полученыоценки роста констант Лебега сумм Фурье-

Лежандра, точные по порядку,в случаях, когда они неограниченны.
Наиболее общий результат относящийся к рядам Фурье-Якоби получен

Б.Маккенхоуптом [13] и формулируется он следующим образом.

Теорема1. Пусть 1<р< с. Тогда для того чтобы LePy были ограничены,

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись неравенства

| (%+1)/2 -А/р-1/р < п41/4, (+1) /2},

| (B-+1)/2-B/p-1/p|< min{t/4,(B+1)/2}. ©

Отметим,что, если ©, ВЕ (-1,-1/2] и 13р< со, то в силу (2) условия(3)
заведомо имеют место. Поэтому оценку роста констант Лебега сумм Фурье-

Якоби следует находить, когда тах{о,В} > —1/2. Отметим, что константы

Лебега сумм Фурье-Якоби в случаях, когда не имеют место условия (3),
исследовались в [4; 10 — 12]. Наиболее общий случай рассмотренв [4].

В [5; 6] было показано, что для функций, имеющих достаточно хорошие
дифференциально-разностные свойства частные суммы рядов Фурье-Лежандра
осуществляют приближение этих. функций попорядку’ не хуже наилучшего,т. е.
было доказано, что в этих случаях рост констант Лебега не влияет на сходимость
рядов Фурье-Лежандра. Этот результат был установлен с помощью обобщенных

констант Лебега, которые были введены в [5; 6], если 15р$4/3 ир>24

следующим образом

Drip ~ sup | sO() |р; THe o(n,y,отy20
If/o(n,yMyst

Позже в [1] ana Lsp<4/3 up24 исследовались обобщенные

константыЛебега следующего вида

Bip= ae. |S(Роу lg. rae 1/p +1/q=1

Известно, что поведение частных рядов Фурье-Якоби на отрезке
[а, 5] < (-1,1) подобно поведению частных сумм рядов Фурье по

тригонометрической системе. Например, | f(x) - gb) (f,x)}?dx > 0, когда

п >, для любого ре (1,00). Следовательно, особенности поведения частных

рядов Фурье-Якоби на отрезке [- 1, 1], такие как сходимость, неограниченный рост

констант Лебега, определяются свойствами многочленов Якоби РВ)(х) у концов
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отрезка [- 1, 1]. Этим замечанием можно мотивировать введение обобщенных
констант Лебега. Оказалось, что в случаях, когда обобщенные константы Лебега

ограничены (а константы Лебега неограничены) частные суммы рядов рядов
Фурье-Лежандра функции f могут осуществлять приближение функции Ё но
порядку не хуже наилучшего. Это следует из неравенства Лебега и возможности

приблизить [81 функцию в пространстве Е, алгобраичсскими многочленами с

2 ~

весом (\1-х^ +1/п) 7, для некоторых у>0, по порядку не хуже
г 0,0найлучшего. Действительно, так как 507 (Р, ;,х) - Р. (х) для любого многочлена

Р, (х) степени не вышеп, то

ЕР,ЧР,О, +1506 -Р,) 1, <

   

 

f-P0,0ЗЕ -Р, (к), +05
(пу,

Если же известен порядок роста констант в) то
п,р,у 2

Р-Р,Ih, = sup fSOE -P, .x)g(x)dx =
isl,

= sup [fKO(x,(9-Р,(О)ах,
tellyhq

где Ke(x,t)— ядро Кристоффеля-Дарбу, в силу свойств [9] которого

интеграл можно представить в виде

-РмГВтОР
gli, = o(n, у, t)

а затем, используя теорему Фубини,неравенство Гельдера, получим

f—P,

тру (пу)
ПаЕР,=Вр

  

 

 

>

Teopema 2. Hmeem место равенство

(0,0) _ (0,0)
Buy = Про "

Действительно.

. 1 .

Во= Sup {SPоп,у) Їде зар зар | SO(F; x)o(n, y,x)g(x)dx =

1 fl a
= sup sup ffKDC,DF@)dtg(x)o(n,y,x)dx = sup sup [S09(G; HFtat,
Нана,=1 Аавір
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rae О(х)=2(х)о(п,у,х). Вычисляя верхнюю грань по всем Ё из единичного

шара пространства Ё., получим

BE = зар /s°%G) |,=D”
с |

PY | пр,`
 
аа я

BO? yy plКонстанты Вир, ру можно использовать и для оценки уклонений

сумм Фурье 509 (Р) or fe Becom o(n,y,x) [4,§ 4] ani p24.

Теорема 3. Пусть 4 < р<х®. Имеет место неравенство

SPE -P, Jo(n, 7) Ilpslf Pa lp Devosо,р,у г

Доказательство. Используя свойства ядра Кристоффеля-Дарбу и применяя

теорему Фубини получим

ІФ,Jo(n,y)Ips sup [SOE -P, )0(n, 7, x)e(x)dx =
18517”

= sup [| (2,(09°(6,0, 11,
1 раНе”

где G(x) = 8(х)о(п,1,х). Интеграл оценим используя неравенство Гельдера.

Тогда

ОЕНР, доп уЇСТЕ - Р, Ї, sup SPO) liga -Р, |, Баныпу
| а
|o(n,y) М

В общем случае обобщенные константы Лебега определим равенством
(о.В,А,ВУ 9,0) пра
риє 7 sup | Sh (Е) АВ»

іІв(пл.біЇрас

где. с(в,7,5, х) =(Л-х + п)" (Л +х + 1/18, 7,820.
Понятно, что оценки обобщенных констант. Лебега следует находить лишь

тогда, когда константы Лебега неограниченны, т.е. когда не имеет место хотя бы

одно из условий (3). В [2] исследовались обобщенные константы Лебега для

ультрасферических. многочленов plaa)(,) и весовой функции %(х) = (1-х?)°,

если а(--0,5; 0). Пусть а=А, В=В, и=и(а,р) = (&+1/2-1/р),

у=\(В,р) = (В+1)(/2 -1/р).Если р меняется от | до со, то и меняется от

—{%+1/2 до (а +1)/2 (соответственно у меняется от — (В+1)/2 до (В+1/2).

Так как в случае 9=В=0 константы De ограничены для ре (1; 4/3], если

>2/р-3/2; и. совпадают по порядку с константами о ‚ если р 4, то

естественно предположить, что обобщенные константы Лебега будут ограничены

в случае ие (-(9%+1)/2;—1/4], уе (-(В+1)/2;-1/4]. Основным результатом

настояней работыявляется следующее утверждение.
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Teopema 4. Tlycts a,8 >-1/2,a=A, B=B,@=-2p~—1/2, n=-2v—-1/2

и 1/р+1/а=1. Тогда для’любой функции Е е Г,имеет место неравенство

С,з» У2 8, боть

робо «ас,Іл'"паїуєв»0огбет»о,

|, СpLn(n +1), y=9=O0o0rd=n=0.

Замечание. В последней формуле и всюду в дальнейшем константы
обозначаются буквой С, хотя в разных местах С - разные, а величины,
зависящие от параметровобозначаются буквой С, снабженной индексами, от
которых С зависит.

Доказательство. В силу равенства [9, стр 71] Р.В)(х) - (- 1)" Рбох)

достаточно оценить
й

р1 З

[KEPCyOM-yay ею = р
-Цо

где ядро Кристоффеля-Дарбу можно представить [12] в виде

 

KP)x, y) = aghy(n,x, y) + by (h(n, x, y) + h3(n, x, y)), (5)

rae | |

В,ху) (пРаOB (xpo-B (yy,
2 , ottВч;

У Py x РИ (у)
h3(n, ую = Иа(ху) =-neo) ме (6)

а ап ба — ограниченные последовательности. Чтобы оценить интеграл (4),

благодаря представлению(5) и ограниченности последовательностей а, 6,,

достаточно оценить интегралы 7

2 =1-х”) 4х, k =1,2,3.Ik = I hy (n; x; y)F(yXI - у)" ду

° Интегралы [,1, оцениваются точно также как в [3], а интеграл I,

оценим иначе. Для этого воспользуемся оценкой многочленов Якоби-.

р

 

рів) < Сп"1-х+п2)-/24 Ох 000 0)
и слелующими вспомогательными утверждениями, полученнымив [13].

Xx

Предложение 1. Если 1<р<о;г,3 <-1 и F(x)= fit(ак ‚ то существует| 7 о

постоянная С, не зависящая от б(x), такая, что
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о о

fx? (14 x)TEP (x}dx є Є [кт@+хЕРах.
0 0

со

Предложение 2. Если 1<р<о;г,5>-1| и F(x) = fie(а ‚ то
x

существует постоянная С ‚ не зависящая от Е(х), такая, что
о о

Їх"із х)"ЕР(хбіх < С [ХР(+хак.
0 0

Предложение 3. Пусть ®(х)- положительная функция, удовлетворяю-
щая неравенству

ет }< Ве(к) < Во" Їх =[21,21*1], (n =0,41,42,...),

где В - некоторая постоянная, й Їf(x)= VP. |

х/2 Х7

постоянная С , зависящая только от р и В, такая, что

—--ду. Тогда существует

Крометого будем использовать леммы1, 2, доказанныев [2].

Лемма 1. Пусть © Е (0,-1/2], п>2. Тогда существует константа С такая,

ра-хааах)4х < Сша.

Лемма 2. Пусть а є (0,-1/2), В>0. Тогда существует константа Св,

зависящая от В, такая, что

а-х+а1-9х)ах < Св.

Промежуток интегрирования [-1:1] в интеграле [, предстпвим в виде

1-5 - 1/2101-1/2; 1) и и обозначим интеграл по промежутку |- 1; - 1/2) через

Ід» по промежутку [-1/2; | через за Тогда в силу (6 — 7) и неравенства

їх -у|в 1/2:

Із <C, [ежиухуіх Jr-уния)|
-1

Так как уУХ-1/4, то р+В-Вр/2-3р/4>р-1>0, и, следовательно,

интеграл по промежутку[-1; 0], в силу леммы 2, ограничен константой

96



С,.Применяя неравенство Гельдера к интегралу по промежутку [0; |, в силу

лемм | и 2, получим

Су І Р/ оп, Х, б) р, Y>-2H-1/220,

м "сол""(n+ DIIf/0(0,28) lw y=-2u-1/2 20.

В интеграле Г.) сделаем замену переменных: и = п? (1-х); у =п2 (1-9) ‚а

затем внутренний интеграл по отрезку [0:02] разобъем на три: по отрезкам

[0;u/2], [u/2; 3u/2], [3u/2; n?] и, используя (6 - 7) представим 13) в виде

суммытрех интегралов г +2403:

ps«ре.г f(y)o(x, y)v"dv р а

№12 3/2 (чнуУ (1+ u)Po/2*3P/4?

где O(x,y)— ограниченная функция Если и<-1/4 то, возвращаясь к

переменнымх‚у, получим

32/2
n 2(1+a)
 

 

 

« а
п <оУа- у) чі | (1-х) ow =СКК.

"оy+nз)| daiчар xtn22
Так как аар/2-3Зр/ 45- 1, ToPs)< С.. Величину К; оценим, используя

неравенство Гельдера

к = Сиб, >1/25 0, @®

С Та"оо,ры у=-2и-1/2>0,

так как a ~ap/2-3p/4>-1.

Пусть и=-1/4. Считая у > 0, получим

з р

1, <C,n29)i roy г. чи с
0 (1+ v)2*4*2 ана-

«сali If(y)a- y)* dy | і (1- x)" dx
1учи"г=2 | хе)=C,

Величину Т! оценим используя неравенство Гельдера: Т, < С,, || /ф(п,7,6)|»,

а так как © — ар/2-3р/4+7р/2 =-1+7р/2> -1, то Т, «Су,

Если же = 0 иц= -1/4, то так как © —@ар/2-—3р/4 = -1, то в силу

97



(-х)“ах
>= Cini + _

леммы1, интеграл › (I xen? ye 2+3р/4 (n+) Используя неравенство

(8) для у = 0, в этом случае получим В < C,Ln?(n +0. Интеграл І оценим,

используя предложение 3: [3 <С| .Чтобы оценить І, заметим, что

из неравенства у>3и/2 следуют неравенства У-и>и/2 иу-и>у/3,
3 риспользуя которые, в силу предложения 2, получим їв «С, | Й ру В

заключение отметим,что частные случаи теоремы4 есть в [10-11].

=

11.

12.

13,

14.

15.

16.

17.
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