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Отримано точні значення слабких поперечників одного класу
2п-перюдичних функций зі значеннями у сепарабельному гільбертовому
просторі, означеного за допомогою модулів неперервності.

Пусть Г. (Г0; 2л)) — пространство 2л-периодических функций Г: В > Кс

соответствующейнормой|) - ЇЇ».
В 1936 году А.Н. Колмогоров[5], ввёл понятие поперечника множества, и

доказал, что среди всех подпространств из Г.) ([0; 2п)) размерности 2п-1
подпространство полиномов Т,1 порядка не выше п-! реализует минимум

наилучших приближенийкласса вещественных функций \/= {Кх): P< 1}

dan (W's, La ((0520)))=Ea(Wa)= V.

В 1977 году Л.В. Тайковым [7] получено точное неравенство оценивающее

наилучшее приближение периодической дифференцируемой функции f(x) € Le

(0; 21) через модуль непрерывности её производной некоторого порядка

т,

fot, x)dx (n=1,2,...);
0

1
En (f) 5 An)
 

Я,
п a

ом доказано, ¥ro ecnn Wy" = 5 f(x): fot x)}dx <1}, To
0

ton 1don) (W§", Lo ((0; 2) )= —. а)
Ап

 

В данной работе мы получим обобщение соотношения (1) на случай
2к-периодических функций со значениями в сепарабельном гильбертовом
пространстве Н.

Пусть Н - вещественное сепарабельное гильбертово пространство со

скалярным произведением (, 3 и нормой б О2п-периодическая функция

ЕК -з» Н назьваєтся простой, если существуют злементь Су є Н,К- 1,2...п,и
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измеримые множества Ех с [0; 2м) такие, что Ех м Е; = © npu-k ¥ І,

n

U E,. = (0; дл) wf) = Cy, ecnut € E,.
k=l

Для определённой таким образом простой Функции ко интеграл Бохнера
определяется соотношением :

с»коваЗсув
їз fous ksh:

(amit) — Mepa Лебега) [4, гл.5; 6, гл.6, 7). Если для оп-периодической функции

Е: В >Н существует последовательность 2п-периодических простых функций

if, ор.4 такая, что для почти всех іє (0; 27)

за

йно|, (1) - КО=0,
то функция Й) назьіваєтся сильно измеримой.

2п-периодическая функция К(Є) интегрируема в смьісле Бохнера наa [0: дл),
если она сильно измерима на этом множестве, и если для любой

последовательности. простых интегрируемых. ‘функций ^ ff,о Таких, что

lim || f, (t)-— f(t) || 2-0 почти всюдуна[0; 2л), имеет место равенство
подо : WER т ве о О

alpen deb дл : ен б

„. № ЛЬ®-КО19а®=0.б ua З 4 : 275

Тогда существует предел
2n 2n

 lim(B)ff, (dm(t) є (В) Гесіод),
n->co д 5 г

который называется интегралом Бохнера от функции Ёна[0; 2м).

Множество функцийГ: [0; 2п)-> Н, интегрируемыхпо Бохнеруна.|0; 27),
является линейным пространством. Через І.(10; 21), Н) обозначим множество
функций из данного пространства,таких что

: : on

СО?ах <=
0

ЗО ВІСІ; 2), Н) соотношениями
гари - 2n

(Г.в) = fC),2@0)dx

Ин :=В) —= fetco.teoec=ор к

определяется скалярное произведение и норма. tipoerpanctao Ї2 (10; 27), H)
является гильбертовым.
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Наилучшим приближением функции Ее № (0; №, Н
подпространством Сс Г.([0; 27), Н) называется величина

E(f, Gon = inf || f-g lon,
geG

а наилучшим приближением некоторого класса функций О < Г? ([0; 2), Н)
подпространством С - величина

ЕСО, Сун 5 sup E(f, Gan.
feQ

Модулем непрерывности функции в пространстве 1.-(Ї0; З2л), Н) назьтваєтся

® (6 02н = р] К+ш-К-) рн, 120.
jujst

В качестве С будем использовать множество Ту, обобщенных

тригонометрических полиномов порядка не выше п-1 вида

n-1

Тл Фе 2+> (a, coskt + b, sin kt), где ак, кеЕН.

Каждой 2 — периодической функции Ё е 1.(10: 2л), Н) поставим в
соответствие ряд„который называется рядом Фурье‘данной функции-.

Г

f=7 +)(A, coskt + By, sin kt),
‘ol Мо. М МА .

где їй

рі _= fe(t)cosktdt,, (K2 0);
т 2. x mo

2n

В: с(t)sinktdt,ка2De

Через 8, (5 0) обозначим частную сумму ряда, Фурье
nol

s(ft) = 2 +)\(A;, coskt +B,sinkt) .
kel

Известно, что имеет место равенство Парсеваля [3, $ 5.4.9]

1 7% HA. |?
— ПЕР dt = ——И(А, і? кі Ву ЇЙ).
по 2 lel

Крометого

ЕР Об ТУан РУ об ін г я УА+Ву, Р).
k=n
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В данной работе будем рассматривать класс функций Loy пространства

1.2([0; 2”), Н), которыйзадаётся следующим образом. Пусть последовательности

чисел Л = {Ах }кем , М = {ух }жем таковы, что (ія, інь, Си. Зи Ик |}

не убывают при К — +00, |Ay | = |p|. Для функций б є 1, (0; 2л), Н) и

последовательностей Л. и М положим

ЕОМзУАсові руВу віп КІ),
k=]

Пусть

Low = (fe L2((0; 2m), HW): [Man = Dil ax FP АЕ+1 Вх 2) < }.
k=l

Далее, для любого натурального п, также будем рассматривать класс функций

7
win = J£(t) eL,((0;2n),H): fore™,ndt <1}.

0

Ниже получена точная оценка наилучшего приближения функции РГ е Lon

посредством модуля ‘непрерывности функции РЁ “№ и ‘найдены слабые

поперечники класса функций 1Won.

Теорема1.Для любой функцииК) илюбого натурального п имеет место
неулучшаемое неравенство

ECE ти.Dons— “hoesМ) t)dt. (2)
4 3о |?

Доказательство. При доказательстве ‘будем существенно использовать
метод, изложенныйв работе [7].Так как

ТЯонПнliu,

со (МЗ(НУМО), у є со (БУ), х)

можно ограничиться рассмотрением функций Кх), которые ортогональны всем

полиномам {Т,.:} порядка не выше п-1.Тогда, поскольку последовательности

[ac| и eK!

k k
не убываютс ростом К, будем иметь

ЕР б ТанРон"ОА, IP +By I?) =
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со 2

* +BIDGe ax?          
ЕМОнуАoa |

вы

rae Ay = (heen, М; = (ee dens

Рассмотрим оператор

АСТМУ),у 5 [£0(x + t)cos(nt)dt =
yn

2n
= 5 [EO+9 + fAMD(x _ t)]cos(nt)dt

0

Ясно, что

АМ АМ лм АМ

РМО< РАМ (хо) - ACEO? 1) рн+|| АСТМУ, ху ри,
Для каждого слагаемого в правой части последнего неравенства запишем

оценку сверху
і pi:М);<- АСЕeta,му, x)УЬн

A

47£AM) (x б)£OM)(x — 1) || 1—sin(nt))dt

w
h
e

я
2n

ACE?) | x) Jpn S 5 [ye(x +t)Г(к9 |віп
0

Объединяя эти оценки, получимС п
2n М

І ЕМО оон 2 | РОМ(кб) оРУ(ху |Й
0

; %і t t 1|ООхоdt< 2 foe@™pat.
0 0

Учитывая оценку для нормы функции f, получаем
я,

нп аа. 

Ч [о
Точность этого неравенства будет следовать из теоремы 2.

Теорема 1 доказана.
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Будем говорить, что элементы некоторой = совокупности

дк) С Ї2 (0; 2л), Н) являются слабо линейно зависимыми, если для любого

ненулевого функционала Е е Н" = числовые функции< Е, вх > являются
линейно зависимыми. В противном случае элементы (сх) назовём слабо

линейно независимыми. Будем считать, что подпространство @ < Г.([0; дл), Н)
имеет слабую размерностьп (и писать \\/ — Чит С = п), если:

1) найдутся п элементовв С, которые слабо линейно независимы;
2) любые(п + 1) элементов из @ слабо линейно зависимы.

Отметим, что \-— dim Thy =2n-1.

Величину

зат (М2, 12([0; 20), Н))= Ш EWN", Gan
w~dim а$2и-1

назовем слабым (2n-1)--поперечником по Колмогорову класса Won B

пространстве Г. ( [0;2) ‚ Н).
Понятие слабого поперечника введено В.Ф. Бабенко и С.А. Пичуговым

в [2] (см. также[1]).

Теорема2. Для любого n=1, 2,4.

 

dy, WAM" L, ((0; 2n), H)) = ——. 3зані 2 ([0; 27), H)) а (3)

Доказательство. Из теоремы| непосредственно следует, что

93,4 М2." , 20; 20),ну (4)
ai

При оценке снизу будем использовать метод, основанный на использовании
теоремыо поперечнике шара[7; 8]. Точнее, мы. будем. использовать обобщение
этой теоремына случай слабых поперечников, предложенное [1]. Рассмотрим
произвольный обобщенныйполином

a |

проосьаннаat
Кеі

заданного порядка п и оценим а(Т (A.M) ‚х) для0<х< п.
ен п

Имеем
A.M АМ 2І ТОМ) (рю ху - ТУ (рн є

x > (lay I’ +l) by Рум Й 20-coskx)<4Dn р sin?—то ть+
k=]
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Следовательно,
, оотx) < 2 tral sin ІЙ Та Йон

4 | А,

fot„х)ах 5 alta Il Ta вн (5)
n

0

Далее рассмотрим шар слабой размерности 2п+1 в пространстве 1.((0; 27), H)

 Sonat | (ху є ТорAT, laws |

В силу(5) ясно, что 88214 © WjАМ", и тогда по теореме о слабом поперечнике

шара(см. пр

дуСУА, а (10; дл), НУ) 2 у Канн1 (10; дл), Н)) з 
4] A, |

В сопоставлениис (3) получаем

Ч (WHY, Ly ({0; 22), H)) = 
4| A,

Теорема 2 доказана.
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