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О ЗАДАЧЕ ЛАНДАУ-КОЛМОГОРОВАНАОТРЕЗКЕ ДЛЯ
АБСОЛЮТНО МОНОТОННЫХ ФУНКЦИЙ

Для класу функцій, абсолютно монотонних на відрізку, розв'язані задачі Ландау-
Колмогорова та Колмогорова для трьох чисел.

Пусть(а,б| — конечный отрезок числовой прямой В. Через 1., = L,[a,b],

15 р <, обозначим пространство функций f:[a,b] — К собычной нормой

Ир

пора если 1Sp<o,кое
esssup {|f(t)|:t € [a.b]} ‚ если ре,

Для гє М положим Її: є, [2,5] - пространство функций Ё таких, что

существует и абсолютно непрерывна на [a,b] производная ПО ОРa),

єГ. Пусть 1< 4,5 300 и. ke М, 1<К<г-1. Задача Ландау-Ксолмогорова на

отрезке [a,b] может быть сформулирована в. одной из следующих двух

постановок.

Задача 1. Для любого б 2-0 найтивеличину

о(5и))<aіfelt,Sell <6,fr <st}

которая называется модулем непрерывности оператора дифференцирования
К -го порядка. С

Задача 2. Найти все пары положительныхчисел (А.В) таких,что:

1) для любой функции Ре х имеетместо неравенство

| (к)! "он Пе
iE ‘| ЗА, +В]| ; (1)
| q 5

2) для любого => найдется функция ЕЁ, є Ї.. , для которой

кю) >All, (8-2) A] .      
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Отметим, что задачи [и 2 тесно взаимосвязаны[1, 81.7]. Гак. зная полное

решение задачи |, мы сможем получить все возможные парычисел (А.В). для

которьх неравенство (І) вьполнено для любой функции Ре. С другой

стороны, зная полное решение задачи 2, мы сможем получить оценку сверху
для модуля непрерывности оператора дифференцирования К -го порядка.

Частные решения задачи Ландау-Колмогорова на отрезке (т.е. случаи,

когда найден модуль непрерывности ony либо найдены все пары чиселр.9.5?

(A,B), удовлетворяющиенеравенству(1)} известны в следующих ситуациях.

I) p=q=s=o
а) г=2 —Э. Ландау [9] (задача2), К. Чуи, П. Смит[8] (задача1);
6) г=3 -А.И. Звягинцев, А. Лелин[3] и М.Сато [10] (задача 1).

2) р=з=х | <а5®: г<3 - Б.Боянов,Н. Найденов[7] (задача1).

3) р=а=юи 15530: г=2 - Ю.В. Бабенко[2] (задача 2).

Задачу Ландау-Колмогорова имеет смысл рассматривать и на более узких
классах функций, например, на классах абсолютно монотонных на отрезке
функций. В данной работе мы получим полное решение задач | и 2 для класса

абсолютно монотонных на отрезке функций при всех р,4.5е Й о) и

1+I/q-I/p<k<r-I+l/q—I/s (anecb Mbполагаем, что м «0, если м ас) и

применим полученные результаты к решению задачи Колмогорова для трех
чисел. Будем исходить из следующего определения абсолютно монотонной на
отрезке функции, которое дал С.Н. Бернштейн[6; 11, с. 144].

Определение 1. Функция Г называется абсолютно монотонной на отрезке

[2.5], если она непрерывна на нем и на интервале (a,b) существуют и

М : " : k / . ry
неотрицательны производные всех порядков,т.е. Е (x) 20 длявсех Ке /, и

a<x<b.

Через АМ: = AM[a,b] обозначим класс абсолютно монотонныхна отрезке

[2.6] функций. Для hae и теє, положим е„(х):= (х-а)". Пусть

kreN,k<r vu pqs e{ }. Для всех т >г определим

К  

  

 
  

 

  

 

 

 

 

Чі

бра(т): = Tan iotleently и t,.{m):=]e,,| oy.
el!} el! e el!) 7» 4 "рі 15

| Ро . letб, Йlew?m 5 ті "|

Пусть также тує с| ll.a
 

 

 

121



Лемма 1. Hycin pqse{lot uv КгЕМ, 1+Уд-Ур<К<г-1+И9- 5.

Тогда для любого т= г справедливынеравенства:
Кг

Образ (пт-1 эк (т) И т (т+!) 55, (м). . (2)

_ Доказательство. Несложно: убедиться в том, что для любого m2>r имеют

место равенства:

ок (т) =“ кад 1/8 (m+1+l/p)!
 

К+Ир-№9—а) ,

раз гаУр-з кра)(

(т -г+ 1/5)! r+h pols
т; (т) = (туру05 ‘

Из последних соотношений, при выполнении условий леммы, легко установить,
что для всех т 2 г:

Кг he и -7 (тує им
Snqs (т) Є орла (тс 1) и т. (т-+ | <ра (т).

Для окончательного доказательства неравенств (2) остается лишь проверить
зни женотос Кг _ ka . +выполнение неравенства ом, (г-!) ори, (г), которое может бы

установлено непосредственно.

Ввиду леммы1, имеет смысл при т > говоритьоб отрезках

I.аз(т): =|(т-1)о. (m) ил,(т): = (x,(т+ 1.)‹ (т)|.

Определимтакже A’(г-1)::=[1 | ен -

то г, положим р le, Pye

wer (ny.Й
Bes (A}Іоі оїт

т

>
Решениезалач Ри 2 на классе АМ дается следующими утверждениями..

  

рal4)
б, 4

Теорема1. Пусть p.qse {lo} uw kreN, 1+I/q-I/psk<r-l+l/q-l/s.
р , г
ТГогда, для т 2 т -Ї и б ЕЛps (m) верно соотношение

рons (8) = ons(ЗАМ)уеOme]

 

 

  

Теорема 2. Пусть р.д.зе 1,0] и КгЕМ, 1+ Уа-Урзк<г-1+Уа- ИЗ.

Гогда для любых A > Onas (г —- 1) и ГЕАМ имеет место точное неравенство

ево, зpas (

 

8 Кг г іБолеє того, если mar u АЕ,(т), тю функция е„(х) обращает (4) в

равенство.
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Замечание1. Неравенство (4) может быть переписано и в следующем

гої

более явном виде. Для любой функции ГЕАМи любого АeeНуу
r-k-}4+l/q)!

имеет место точнос неравенство:
\

|.(к укорчі }

№ И <A,(b-a a + B(A,)(b-aysf

п! А (т ог з)!
где В(А, }: = - ‚ в случае. когда( i) (m~k+l/q)! (mp +1)"

гокаіасі, (т Ур)! <A, efokeWa-'s. (тен)! тарні,

гнр-/5  (m-k+1/q)! r+I/p-s (m+i-k+l/q)!

і Ay
(r-k+V/q)! (г+Ыр)!

В качестве приложения теоремы1, мы решим задачу Колмогорова для
трех чисел на классе АМ, которую рассмотрим в следующей постановке.

Найти необходимые и достаточные условия, которым должны удовлетворять

 

||.
5

  

и B(A,):= при остальных значениях А,.

    

положительные числа М,,, М;. и М,, для того, чтобы существовала

- - (k) 2функция ГЕАМ такая,что |] а Мо НУТ «Мн ОЙ зе МО.- 7 р Ор ; Ка 5Ny

Теорема 3. Пусть р.4,5 € {1.05} и Кгем, 1+19- Ур<к<!-1+Уч- 5..

Тогда для трех положите,тьных чисел Mop. Mig М, существует функция

ГеАМ такая, что

|, = Mop: бо |

тогда и только тогда, когда

  

 

  

5

ом
«ок 1-00ам |. (5)

M

i
A

р.4.5

Mia
М, rs

Прежде, чем перейти к доказательству основных результатов, рассмотрим

несколько вспомогательных утверждений. Нам понадобится следующее

фундаментальное свойство абсолютно монотонных на отрезке функций,
доказанное С.Н. Бернштейном[6; 5, гл. УШ, теорема8.2].

"Предложение 1: Если Г є АМ, то длялюбого х є [a,b].

f(x)=3 f,(x-a)" ‚ где Г, 20 для всех neZ,
«паб
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Далее, через  Р":-Р"|а.6|, тем, обозначим множество всех

алгебраических полиномов с положительными коэффициентами степени не
выше т. Докажем следующее утверждение. представляющее собой
неравенство типа Маркова-Бернштейна-Никольского [4, гл.4|.

Лемма 2. Пусть р.де {1,0} и kmeN, t+I/q-I/psks<m. Torna aaa

любого ГеР» имеетместо точное неравенство

Lsі 4

Доказательство. Любой полином Її є Р." можно представить в виде

тоне(9. (т)
пей

   

           т

(m+1/p)! _ «КаМрії зee ae. 6

rye f, 20, n=: 0.т. Заметим, что для любых двух функций gh ЕАМ ‚, функция

& +В также абсолютно монотоннана отрезкеfaЬ]. и

вен, =в(6)+в(ь)

-

|6]. +. 8NE Hoo

Более того, в силу неотрицательности функций g Hh Ha [a,b] получим:

|+, = (е() +в(а=+В. у
а

Учитывая соотношения(7) —(9}, будем иметь

Ееп=0 n=

akl vestPhe caewml"|

m

       

АЕ мы =... (10).З,РРи
Покажем теперь, что

(k)a .
re BeRe

Действительно, несложно проверить, что
(КУ і

ey 1 ра

le le _(n+1/p)! _ уч, пед. 

А бокнучу!
Из последнего соотношения вытекает справедливость (11). А тогда, из

неравенства (10) и соотношения(11) вытекает требуемое неравенство(б).

Лемма 2 позволяет нам сделать следующий вывод. Если неравенство(|)

при некоторых числах А,В > 0 имеет место для любой ГЕ АМ ‚ то
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Кг _А 2 аз|(г-1) =

 

 

  

Е|... (12)

Более того, если выполнено (12). то существует В>0 такос, что неравенство

вида (1) справедливо для всех ГЕАМ [1,с. 210].

Для пеМ, пог, А>0 положим

BM(А;n)=Еelf)

   

М

Лемма3. Пусть р,4.5 © {1,2} и Кгем. 1+Уа- Ирзк<г-1+Уа- 15.

Alea|

  

Тогда для любого А > On,$ (г-1)

Кг .Ву(А ) = sup Bhigs(Ain).

где Bris (A) определено соотношением(3).

Доказательство. Пусть п>2г. Если А > отas (п). то мы получим

k kar .Br (A;п) < Ву(Ат+1).В.4.5

Если же А С Оукап), то будем иметь

Be (A;п) >Заз вк(Asn +l).

Следовательно, когда АЕ (т). тг, то

Кг _

Вуз (А) є SuPBpgs (Ainп).

"Теперь мыготовы доказать теорему 2. основываясь на котору10 локажем

теорсму1.

Доказательство теоремы2. Пусть ГЕАМ. Тогда, ввиду предложения1,

Р=УЕ(-а)”,
п=0

где Г, 20 для всех ПЕЙ, . В силу соотношений. (8) и (9) несложно видеть. что

ке „(к <им.
n=0 "Ч п=0 4 пай 5    

    

Последние соотношения вместе с леммами2 и 3 позволяют нам установить. что

для любого А гом-1)

  

  

     

 

    

ol, = Efe Sg, Eek -
n=() Ч n=O 9 ner q

HSelМкос[+
n=0 а ner n=0
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| (r)
бт[АЕ+В,(Л)

n=

   

АИ, +в. (^)|
Отметим, что неравенство (4) обращается в равенство для. полинома

 

сь(х), т2 гу если А є ЇХо(пл). о

Приступимтеперь к доказательству теоремы1.

Доказательство теоремы1. Очевидно, что для любого 6 > 0

обоз (бАМ)є inf [Ав+ вкл(а)|і);
Лок;ys!)

. kyr . +Положим 2(А;5):= Аб +В", (А), и вычислим 8(5). Несложно убедиться в

том, что для любых т2ги АЕ Is

(к)

( m) enolравенство

m

a “pe
Легко проверить, что“aA8) дляи0» 0 является непрерывной

с

      

  м.Е +(5- aг (т))л. | (13)

el)

  

         

при АХ Оу (2-1). Пусть бе ль (п), п2г-Ї. Тогда для всех гот из

(13) и леммь | следуєт, что 2(А;6) убывает по А. Поэтому, для любого

АЕ (мп): тп,pgs )

.5 ‘Кг рух
«(А)» вок(1)

Аналогично устанавливаєтся, что для всех теп функция (Аб5)

возрастаст по А. Следовательно, для любого А«бкг (т):m2n+ I,

gongs (nп):5) в(^:5}.

Таким образом, для любого бе Ans (п). паг-і.

kar
8(5) = (окт, (п):8) - (14)

krПокажем теперь, что ®р.,=е. Пусть сначала б є Аг, (п), п>г. Для

в [а.5] и АЕ [0.1] рассмотрим функцию

в(<) = ^(х-а) Lt -3(х -а) |
 

          

ef" | el)

Очевидно, что го _=}. Более того,

[ff = p(nn)+(1-A)t,(п) є До,(п). (15)
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Для бЕЛ,,(пп) выберем ХЕ 0.1] такое, что IF, |, =6 (возможность этого

выбора следуетиз (15)). Покажем теперь, что

 

їі = 2(5). Действительно, из

соотношений(14) и (13) будем иметь

     

 

 

 

 

   

 

      

 

      

 

 

| (к)!

Cn

(8) = (он. (1):6) = та(8(пора (2)=

Cy .

elk!

=] atOAps (tlhп (п))ово(п) з

yor 5

| мОПОРН ДР ро.
eB ee oP 

 

  

 

 

 

 

   

  

 

 

 

 

 

Осталось. только убедиться в том, что orса (ЗАМ) я g(6) для всех

б є Ма1-1) ‚ Рассмотримдяхх є|а.blake 0 функцию

      

| м, (х)=А(х фа) ' (ха),
о пе.

i 5

Тогда. У? = La a a

з al, «Ме, У траг)»Зо и З | аз (16)

Для любогоб2 Тра(т), выберем »>0такое, что Узб5 (возуожность этого
te fa vt

выбора следует,из (16)): А-тогда. аналогично. тому, как это было-сделано для

функции 2(5), получим, что

 

м = 8(5). Таким образом, мы показали. что
4‘ тон ° °

К . ре

Фр; = 8, ЧТО и требовалось.-

Доказательство теоремы3. Необходимость условия (5) немедленно
следует из теоремы1. Покажем теперь достаточность условия (5).

Действительно, пусть положительные числа Мо», Myай Mes; таковы, что

М М;
Яом| о ам]
м rs | М rs

Функция ®\”,(5;АМ) возрастает и непрерывна на (0,). Следовательно,

 

о о > My p
найдется дб, Takoe, 4ro 0<d) <— 

Mya meок(боАМ)= м“ Поэтому.
Ths 7.5
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a | сої з Масуществует функция Її, є АМ, для которой | або» ЇЙ та
$ г8

| =1. А тогда функция 8(х) = (Mo, - М,50 )+ М,Е (х)е АМ абсолютно
$

монотоннана отрезке [а,6] ‚ и удовлетворяет равенствам:

змо» маса о
Автор благодарит своего научного руководителя профессора

В.Ф. Бабенко за постановку задачи и полезные обсуждения.
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