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НЕРАВЕНСТВА ТИПА ДЖЕКСОНА ДЛЯ ФУНКЦИЙ СО
ЗНАЧЕНИЯМИВ ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Викладено узагальнення результатів М.І. Черних, стосовно оцінки найкращого

Іл-наближення періодичної функції Її тригонометричними поліномами через її 1.-
модуль неперервності, на випадок функцій зі значеннямив гільбертовому просторі.

Ilyctsb Cu L, I< p<) пространства 2п-периодических функций Ё: В > К

с соответствующими нормами|| си || Ё Ih, = || f ||). yets X = C am X = Ly.

Модулем непрерывности функции Ге Х в пространстве Х называется функция

® (Е Ох зар || оо)КО) Ik, 120.
ЛЕ

Наилучшим приближением функции Г е Х подпространством Мсв

метрике пространства Х называется величина

E (Mx = inf ||P lhe,

а наилучшим приближением ‘некоторого ‘класса функций М с X

подпространством 3У- величина

— EM N)x=sup ECE, Nx...St Fagg.

Величина

змХУ» до, ває»
назьтваєтся п-поперечником по Колмогорову класса М в пространстве Х.

Для наилучших  равномерных приближений непрерьшвньх  27-

периодических функций тригонометрическими полиномами Т»- порядка не
выше п — 1 1911 году Д. Джексон [1] доказал, что

1
E(f, Т2л-1)с 5 x oC f п) (n= 1, 2,...).

 

© В.Ф. Бабенко, С.В.Савела, 2008

10



где константа х не зависитни от функции Ё, ни отп.Эти, а также аналогичные
им соотношения в других функциональных пространствах и с модулем
гладкости любого порядка известны в теории приближений как теоремы(или
неравенства) Джексона.

Пусть @ (t) — заданный модуль непрерывности. Через Н’, обозначим

‚ множество функций Ё из Х, для которых ® Ё; ®х < ($.В 1961 году
НП. Корнейчук [2] доказал, что если ©(® выпуклый вверх модуль непре-
рывности,то

1 т
Е (Н"с, Bric = 5 of nC

С помощью этого соотношения в 1962 году для наилучших приближений

функции Ї є С тригонометрическими полиномами порядка п-! он получил
неравенство Джексонас наилучшей константой[3]

E(f,Frde< Of Te, 712,

В 1963 году Н.П. Корнейчуком [4] было доказано, что

т
dona (AP, С) є Fal f no:

Точные неравенства типаДжексонав пространстве Г. полученыв 1967году
Н.И.Черных[5;6]. Им,в частности, было доказано[5], что для любой функции
Гиз Г, которая не является константой (о точностью до множества мерынуль),
имеет место неравенство

1 д
E (f , Zon-1)2 < Р of f, п» on, 2,... rs : (1)

_ І
причем для произвольного фиксированного п константа —= улучшена быть не

4
может. Отметим, что в ходе доказательства последнего неравенства

Н.И. Черных доказал следующее неравенство, представляющее и

самостоятельный интерес

vA
ЕР (В Ти Зо <7 fo), sinntdt. (2)

0

Для класса функций ні = {fe L)((0; 2z]): @ (f; te < «б } Н.И.Черных[5]

доказано, что



} 1 мE (HY Tins 2 = А.

Ю.И.Григоряном[7] доказано,что

don(Нй , L2({0; 2n]})) =ft . (3)

В [8] изучались задачи аппроксимации непрерывных, определённых на
метрическом компакте, функций со значениями в произвольном метрическом
пространстве. Точные неравенства типа Джексона в пространстве І; для
функцийсо значениямив В" рассматривали В.И.Иванови О.И.Смирнов[9].

Целью данной работы является обобщение приведенных выше результатов
Н.И. Черных на случай функций со значениями в произвольном вещественном
сепарабельном гильбертовом пространстве. Для полноты изложения приведем
необходимые сведенияиз анализа таких функций[10].

Пусть Н — вещественное сепарабельное гильбертово со скалярным произве-

дением (., ) и нормой | . |. Функция #: [а; Б] >> Н называется слабо измеримой,

если для любого элемента хе Н функция

[a; b] 9 t> (z, f(D)

измеримапо Лебегу.
_Во множестве слабо измеримых функций, которыеудовлетворяют условию

рае < +00,

определим скалярное произведение .

b

(Г.в) = |(Кх) в(х)ах

и норму |

b b

Е := [EC@OLGO)dx = |К4х

(оба интеграла — интегралыЛебега).
Множество классов эквивалентности слабо измеримых функций

относительно этой нормы представляет собой пространство 1; (а; Ъ], Н).
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Пространство І (Га; Ь|, Н) является гильбертовым. Если (є, : п> 1 -

ортонормированныйбазис пространства Н и для1 є (а; Б)

ееУсубе,,
n=} `

где Ф, (1) 7 ( КО), еп ), то функция Ї є І, (Га; 6|, Н) тогда и только тогда, когда

1) функции (Фи : п2 1) измеримь по Лебегу ;
Р

2) 3 [er @at < +.
пеї а

Наилучшим приближением функции. Ре І, (Га, Б|, Н) подространством
Сс Г. ([а; |, Н) называется величина

E(f, Glan = inf lf-g lan,

а наилучшим приближением некоторого класса функций О с Г.([а, bj, H)
подространством С -- величина

ЕСО, Оун 7 sup E(f, Gaz.
пого, 18 -

В дальнейшем рассматриваем пространство Г.([0; 2], Н) 2п - периодических
функций. Модулем непрерывности’ функциив пространстве. 1.2([0; 2], Н)
называется в“

©(ни = р+)-Юн, t2 0.
ее

В качестве С будем использовать множество ТНобобщенных

тригонометрических полиномов порядка п-! вида

A, я
т (х)г > + ¥(A,coskx+B,sinkx),

kal

где Ак, ВкКЕН.

Функцию Р: [0, 2л| — Н будем называть кусочно-постоянной, если

существует разбиение 1 =0<(<... < 1, =& =27 отрезка[0, 2] и элементы

DoD)<- <P, €H такие, что f(t) = p,, ecmte поїЬК 2 0,.., 0-2,

и Кер,» если є |і,,1,). Будем говорить, что функция Ї : [0, 2x] > H

принадлежит классу Р,, єсли существуєт последовательность {f,} кусочно-

постоянньх функцийтакая, что
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sup |f(t) —f, (t}] +0,noo.
te[0,2n]

Через Р, обозначим класс функцийФ: [0, 2ж] -» Н ограниченныхи кусочно-

непрерывных на [0, 2л]. Отметим, что РР, с 12([0; 2п], Н) и функции

ГеР, УР, интегрируемыпо Риману.

Каждой 2л — периодической функции Г, принадлежащей РР,на[0;2],

поставим в соответствие ряд, который называется рядом Фурье данной
функции

4(a, cos kt + b, sin kt),
k=l

где

21

а, at [7@cos kt dt, K 20,
По

1 За

bk 1=— [7@sin kat, к>1.
по .

Через 8, (5 0 обозначим частную сумму ряда Фурье

з. (Гі) я З + УЧа; cos kt +b;sin kt).
k=]

Известно П10), что для функцийР є Р.Р, имеет место равенство Парсеваля

1h wei? Lia 4 Sle. IP 2т Пора=в +а, РНИЬ, РУ
0 kel .

Крометого

ЕВ ТУнобон пл2,а Р НП РУ. (4)
kan ,

Имеет место теорема.

Теорема 1. Для произвольной 2п-периодической функции Г, принадлежа-

щей РОР, на (0; Ся), которая не является постоянной величиной

(с точностью 00 множества меры нуль), и для всех натуральных п верны
неравенства
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О: ом |. п
ply 7H . ;Ти)2н < 4 Го (ft),, sin nt dt. 7 (5)

0

Константа в правой части неравенства улучшена быть не может.

Доказательство. Мы повторим с незначительными отличиями
рассуждения Н.И. Черных [6] (см. также [11]), использованные при

доказательстве неравенства (2). Положим, для краткости (|а, |? +1 Ъ, р) = р. .

В силу (1) будем иметь

E’ (f, Ty, Jan =>Py -
ken

Используя равенство Парсеваля, получим

ИК +9-ЮЬн= 2* Ур-созКО.
k=n

Следовательно для любого +> 0 можем записать

о (В Он = зар+-К)|н > К +9-Ю рн >
Пк

>2 лур?созК =? ЕР (ТУно 2 дур coskt,
k=n : : k=n

или

БЕТм< L об дн ; п Sot oa kt.

Из этого неравенства, как и в случае вещественнозначных функций, выводим
неравенство(5).

Обобщенные тригонометрические полиномывида

Ех) = сю + 0с05 пх + Вл ших (do, и, ВЕН),

реализуютв (5) знак равенства.

Теорема 1 доказана.
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Теорема 2. Для произвольной 2л-периодической функции Г, принадле-

жащей РР, на [0; 21], которая не является постоянной величиной

(с точностью до множества меры нуль), и для всех натуральных п верны
неравенства

1
E(f, Tian З Б ФО тан, ©

1
и при каждом п константа яр в правом части уменьшена бьшть не может.

Доказательство. Если функция КХ)не является постоянной величиной ,

TO

re

об п ун >0

и

У я 2 1Jo*Gdansinntdt < o'(E2),q.fsinntdt = соо’у
б n по

но тогда

і
— 1} 2 ло 4 ‚1 д о

Е (6 Тиж < 4 [2«aв] = фр olfanв

Докажем, что оценка (6) неулучшаема. Снова наши рассуждения будут
близкими к доказательству неулучшаемости неравенства (1) для

вещественнозначных функций.

Зафиксируем п и зададим 5 и 0 <8 « =). Построим чётную ==.

периодическую непрерывную на всей оси функцию 2х(5; {), полагая.

| ож) 0<t<28; _
Bn (5; t) = 25 г

0, ває

Эта функция5, (6; ©) раскладывается в ряд Фурье

eeпуб У
cos nvt ,

nv

б
Bn (8; 97 +5 У

vel
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причёмс;(5; 0) =1 и gy (6;t)20 для 0 <<". Положим

 F,(t) = F,(8; t) = ho = зепуб
cosnvt,

где по — некоторый ненулевойэлемент гильбертова пространства Н. Тогда

= sinnvell
|| Е.С + и) — Fa) Wd = т;  (l—cosnvu) =    

  

nv

 

2 o/s 2

=n | hol|? sna.(1~cosnva) = 27 |в(б; 0) go (85 цу] | hol”.
vel . . 5

Так какб! (6; $) (как функция от 9 не возрастает Ha [0; nb то учитывая

равенство Парсеваля, будем. иметь.

oyан = 2a hol ..(8; 0) Bo (8:=)) З ко?

 

   

 

и и

В in 5Їво вт зтпуб| _

( mlнгя \лб пу

2 5
=n || ho ll“ [gn(5; 0) 77 ] = Во |[«— 6].

То есть,

л л
O'(Fns 7 on = 2E( Pa Th) ант

Так как д может быть сколь угодно близким к нулю, точность оценки (6)
доказана.

Теорема 2 доказана.
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; ;

Обозначим через Ні, класс  Ол-периодических  функций Ё,

принадлежащих РР, на |0; 2л)| , для которых й (Р; он 5 vt . Из оценки(5)

получим, что для любой функции Гиз Но?8,

а

E? (Б Tonіно зза

Следовательно,

RY,Tepons | (7)

На самом деле в (7) имеет место равенство, что будет следовать из нашей

следующей теоремы.

Пусть С - некоторое подпространство пространства-Т.([0; 2*], Н). Будем
говорить, что @ имеет слабую размерность п (и писать му - ЧипС =п), если:1)
найдутся п элементов в С, которые слабо линейно независимы;2).любые (п +1

элементов из С слабо линейно зависимы [8]. Отметим, что м - dim ТН, =

=2т- 1.
Величину

w-dim Gs2n-1
qd” Hei 0:2n],H))= inf ВРС= 2,H? 2 ([ з ті), ) In me 2H? ун

назовем слабым| (2n-1)-зіоперечником | по | Колмогорову класса 34я, B

пространствеТ.2( [0;2] ,Н).

Теорема 3. Для любого n=1,2, ..

4,_ і (НА, 1 ([0; 2x], H)) = E (HW, TonІн = а

Доказательство. Неравенство

w 1 jn
dont (НВ, Іа ([0; 2x], H)) 25 |

следует из (7). Докажем неравенство противоположного смысла.
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При доказательстве соотношения (3) Ю.И. Григоряном [8] установлено

следующее. Рассмотрим 2п — мерное линейное многообразие 5», в» СОСТОЯЩЕеЄ ИЗ

функций вида

да

Ко = Уак5,
k=1

где

= 1 ((k-I)n)/n<t<ka/n),

У 0 (O<t<(k-I)m)/n<t <2nn

Г.
Up={ве Зо: ele<p}, роз |",

обладает следующимидвумясвойствами

1) Увє 0, ве НУ;

2) для произвольного (2п-1) - мерного подпространства М. СГ, в шаре Up

найдется функция 8 ЕЪ»„о, для которой

Е(О,, М,52.о. @®
| Рассмотрим подпространство Won-1 B Le ([0; 27],-H)-raxoe, uro w= dim Wp.1

< 21-1, и произвольный функционал РЕ Н, || ЕЁ =Т. Функционал Е порождает

подпространство <F, Wan-1 > = (<P, h>':h є Won. i} с12( 10,27), В), размерность

которого не превосходит (2n-1). Рассмотрим. также класс. Ер= {8 (КЕ: 2(® є

Up}. Как нетрудно проверить, F-Up c ніHA,‚следовательно,

вибоМорі) » ВРХ, о 2 | (9)Doin» Wan-1)2,H : 2P> Wan-1)2,H

Убедимся в том, ЧТО | |

E (F-Up, Wan-1)2.4 2 E (<F,F-Up>, <F,Wap1>)2 = E (Up, <F,Wan-1>)2- (10)

Действительно,

ВРРданзар inf |junMOE | >
ГЕРЦ, ПЕ
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1/2

sop iat лоноз
ferU, beWa

1/2

= spв, Йлавуз
вер, ЄМ

gePU, ЄМат

1/2

= sup Jat, [fieo-caonrar) -

=E (Up, <F,Won.1>)2

Таким образом, из включенияЕ.‘Up c Hyй, и неравенств (8, а бус.следуєт, что

У 1 т

а:1 HY, La (0; 27], H)) >р=5 |.

В сопоставлениис (7) получаем

20

dy,(#2512 (0; 29, Н)) = 5 |" (51,2...
Теорема3 доказана.
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