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НЕРАВЕНСТВА ТИПА БЕРНШТЕЙНА ДЛЯ СПЛАЙНОВ
В ПРОСТРАНСТВЕ /,(К)

Отримано точну нерівність типу Бернштейна у просторі І, (В) для

неперіодичних сплайн-функцій порядку т, мінімального дефекту, з рівновіддаленими

вузлами,

Пусть С-В или Т, где Т - единичная окружность, реализованная как

отрезок Год| с отождествленными концами. Через Г., (6), 1<р<® , будем

обозначать пространство измеримых функций ЁС—>С, таких, что

Hhcoy <9 THe
| | ур

Джхїх ‚ еслир<®,

vrai sup|f(x ),. eCp = 00.
xeG

Мle

Функция s(x ) называется сплайном порядка п, минимального дефекта с

узлами @Ъ, В>0, eZ, ecm s(x )є С"? ( В) и сужение. s(x) на каждый

промежуток (h (4 -1) ‚В г) , Фе 2, являєтся полиномом с действительными

козффициентами степени не выше т-і. Совокупность всех таких сплайнов

обозначим через Зи» „Пространство 2л-периодических сплайнов из $ будемm, n/n

обозначать через Sian о . , ,

Во многих вопросах теории аппроксимации важную ‘post играют не-
равенства типа. Бернштейна для периодических и непериодических.. сплайнов.
Обзор известных точныхнеравенств типа Бернштейна для периодических сплайнов
можно найти, например,в [1, с. 211-245].

Через Ф„ (1) ‚ ШЕМ, обозначим т-й 27 - периодический интеграл с

нулевым средним значением на периоде от функции @,=sgnsint. Для

^>0 положим  ф„(@®=АТф, (4). Отметим, что | Фи |. =Ки, где
_1с-гé(m+1)

к-тСО(1420) 37 › М=0,1,2....- константы Фавара  [2, с. 64-65).
mio (
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Отметим также, что lo, |, = 4Кии lo, |,2пы.

Следующие точныенеравенства типа Бернштейна для сплайнов из S., ,

ой ка

но По й

  

      (ТТ)

в случає ртооо установлены В.М. Тихомировым [3], в случае р=Ё -

Ю.М.Субботиным[4], а в случае р=2 - В.Ф. Бабенко и С.А. Пичуговым[5].

Для сплайнов из S,,OL,,(R) известно следующее точное неравенство

типа Бериштейна, полученное Г.Г. Магарил-Ильяевым 16)

т-1

| om Lewyet | s lhey

В данной статье мы получим точное неравенство типа Бернштейна, дающее

ПТ. (®) через

L,(R)- норму самого сплайна $.’ Ниже для упрощения записей пишем

оценку т, (В) - нормы (т-П-ой производной сплайна из Зи,

              
Теорема. Для любого (сплайна 5е5,,,С1,(В)и любого h>0

справедливо неравенство. ИР В |

Константа в правой части неравенствао неулучшаєма.

      

  

а

` Доказательство. Будем использовать преобразование‚ Фурье функции

feL,(R)

и равенство Парсеваля
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Пусть сначала В=1. Как хорошо известно, любой сплайн $ЕЗт,

однозначно представим в виде

)- У, Мobey), (3)
viz

где

 метск-ю"-

В-сплайн порядка т. Отметим, что В-сплайны обладают многими важными

свойствами[7,с. 146,151], в частности, справедливо соотношение

Nay (x)= Nt (*)-- Ми (х-1) - (4)

Используя стандартные свойства преобразования Фурье, из (4) получаем

"енСУее)
и, следовательно,

(Хе(о) N,)* (01 -wy ; (5)

Положим

т, (®) = aoe
. ме2

где с, — коэффициентыиз (3). Как хорошо известно, ввидутого, что seL,(R) ,

будет т, Є L,(T),

   

1 Qn ‚

Isl = зх Пт(о)У, (м,) (> + 216|чо (б)
т 0 feZ

и

|(m-nf=xI(о)|- ee@(2™-УУм)"(+20dw (7)

Используя равенство равенство(7), тот факт[7,с. 149], что для почти всех

ФЕК
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Уму(она=1
сеї.

и равенство(6), получим

і»аоо)не|
pm?

аРУ.уе]aca
УМ,(аа

 

  

печі
< + (N 214

° "Sparen по)> «Моз =|do
eZ

-еі"" ,

= max — В.
2 У (м,(o+ 270)

leZ

Таким образом, мы доказали, что

[sof <max бс 5. 2. ®
УМ, (o+ 2x2)
leZ

Найдем значение константыв правой части неравенства (8). Отметим, что

92-2=72т .
- то о |до?

По |" «Пе ™

 

Крометого[7,с. 152]

У,(ше жи)з
feZ teZ

  

(Na) (n-+2n0).

Поэтому
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_.f{2m—-2

li - с") и2

о2 Ум,(анало У. (n+ 2ne)
eZ (є

 (9)

Учитывая соотношение[7, с. 149]

 

2 1
М 206] =22"`—_,> m)(+ ne) роки

получим

22"(м,(+ant) = (2)"a=(2)"К.
leZ

п
Таким образом, с учетом того, что К. 75 , получаєм

ідо2

 
 

Щеє зт-2

тах ши

° Ум.)Чем “YIM,(w+ an)
leZ fed.

_ gm 2 _ літ! о K,

В К 21-1 2т-1

Итак, нами доказано, что для любого сплайна Se Sia і имеет место неравенство

aie › К 2|ке. (10)
2m-1 ‘

Пусть теперь В >0 произвольно. Заметим, что 5(Х)Є 9, ТОГда й только

тогда, когда $, (x) = s(hx) є Зсл" При зтом,как нетрудно проверить,

sf1) oh-2т+3М=,    

 

   

стечер

Позтому для любого 5Є9,» Применяя неравенство (10) ;для оценки |,

|
получим

(тої) | зро som) р <
2 
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edt. dint K "(п 2т-2 К

smn КіньрА(А СЮ
2m-1 K2m-1

Неравество(2) доказано.
Покажем, что неравенство (2) является неулучшаемым. Это можно сделать

разными способами. Мывоспользуемся методом, который будет полезен не только
при доказательстве точности неравенств типа Бернштейна для сплайнов, но и в
других ситуациях, скажем, при доказательстве точности неравенств типа

Бернштейна для для элементов подпространств пространства Г.,(В.), порожденных

сдвигами одной, достаточно произвольной функции.

Ясно, что неулучшаемость константыв (2) достаточно доказать при В=1.

Пусть

sin? [msЗw
Фу(усно

(n+1)sin? бо

ядро Фейера. Как хорошо известно, для любой непрерывной 2п- периодической
о

Р °

функции Г последовательность i fo, (@-E)f(@)do равномерно на всей

о 2m 0 У | па

числовой оси сходится к КЕ) прип-з» 0.

Положим

_ пу,(©) = (®-л).

Разложим т,(©) в ряд Фурье

т, (6) = Усе",
veZ

и определим последовательность сплайнов

з(х)є Ус М, (хеу), пеМ,
мі7,

или, в образах Фурье,

s(o)= Love” (Np)*(o)= my(Na), EN.
ує7,

Будем иметь
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=fin(оУм.У(очамda
   

 

  

 

   

 

 

  

 

дя

-5- Ю.К.) (фе див до
й

Pl, =xIm, (afle] do =

“ajo,(Q-~7)Шев om do.

При п— получим

sf =fo, (фо я)-еЇЧо

З рт — >
В = fo, (2-л)УМ,Учдп)Чо

1 at ` уей . "

beeКо
рен Kon

veZ

Teopema полностью доказана.
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