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ОЦЕНКИОБОБЩЕННЫХ КОНСТАИНТ ЛЕБЕГА ЧАСТНЫХ
( СУММ ФУРЬЕ-ЯКОБИ

Встановлено у деяких випадках оцінки узагальнених констант Лебега сум

Фур'є-Якобі у просторах Low .

Пусть р)(х) - многочлены Якоби, ортогональные на отрезке [-1,1]

с весом

o(x)=(1-x)*(i+x}®, (a >-1, B>-1) (1)

. за
инормированные условием: plas)(=| } У\(х) — некоторая весовая функция

п

наСр,п. Через Ly,w обозначим пространство измеримых на отрезке [-1,1]

функций Б для которых ВиРе L,. Частную сумму порядка п ряда Фурье-Якоби

функции ГГ,р будем обозначать через 89-8(Г) Частные суммы StВ (Р) можно

расематривать как оператор действующий в некотором’ подпространстве `Х

пространства Гр, ху - Нормазтого оператора|| soe llx=,sup. || See (FfУх. называется
Ах=

константой Лебега. Ву силу неравенства Лебега

lfSrlcs|эро,(Dx,

где Ец (Р)х —наилучшее приближение функцииf алгебрайческимимногочленами

степенине выше п`в пространстве Х. Ограниченность: констант Лебега. влечет

‘сходимость ряда Фурье-Якоби для любой. функции в пространстве X, если в
пространстве Х. имеет место теорема Вейерштрасса, а также,определяет порядок

‘сходимости частных сумм ряда Фурье-Якоби 5%Bee) кЕ в пространстве Х. В

работах. Х.Полларда [17-18}, Дж.Неймана и У.Рудина [16], Г.Винга [19] и

Б.Маккенхоупта [15] были выделены пространства интегрируемых с весом

функций, в которых константы Лебега ограничены. Наиболее общий результат
получен Б.Маккенхоуптом [15] и формулируется он следующим образом.

Пусть 1$р< о, (=(1- бл {1+ 08 — вес вида (1). Тогда для того чтобы

| StBee) Ї ож были ограничены, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись

неравенства

| | А/р+1/р- (&+1)/2 |< ши1/4, (а +1)/2},
|B/p+1/p—(B+1)/2|< ши/4,(В+1)/2}. Ф
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Следующий шаг, естественно, состоял в том чтобы найти условия, которые
нужно наложить на функцию Г, достаточные для разложения Її в ряд Фурье-Якоби в
пространствах Г,„ в случаях, когда не выполняются условия (2). Оказалось, что

для определения порядка сходимости и условий сходимости частных сумм ав (Г)

к Е в пространстве Low в случаях, когда константы Лебега неограниченны и

p< 2, решающее значение имеет наименьшая константа С, в неравенстве

ISPD, SC, EGOx? 41/0)Ih,

где у - некотороє положительное число. Константа Су называется

модифицированной или обобщенной константой Лебега. Для многочленов

Лежандра и весовой функции Ух) = 1 оценки констант С, и их применения

полученыв [7 - 19]. Для многочленов Якоби и весовой функции \(х) = 1 зти

константы изучалисьв [12 — 13]. Для ультрасферических многочленов ps)(x) и

весовой функции м(х)2(1- х2)9, если ає(-0,5; 0) оценки обобщенных
констант Лебега получено в [5]. Понятно, что оценки обобщенных констант Лебега
следует находить лишь тогда, когда константы Лебега неограничены,т.е, когдане
имеет место хотя бы одно из условий (2). Отметим, что константы Лебегав

‘случаях, когда не имеют место условия(2), исследовалисьв работах (1-47 6-- 10).

Наиболее общийслучай расесмотренв 16). |

В данной работе полученьт оценки модифицированных констант Лебега для
многочленов Якоби при условии, что OL,‚Ве(-0,5;. 0) и А=о, В=В. В силу

симметрии многочленов Якоби (p(B)(x)= (- ту"pba) (- х)) можно считать, что

‚В... Положим. и =(9+ П/р-1/2);,м= (Вх Р(Ир-1/2). Так как.р<2. и

В<а, то О<у<и (&+1)/2. Поэтому первое из условий(2) будет нарушаться,

если-иЕ[1/4; (&+1}/2}. При этом: второе из ‘условий (2) можетвыполняться. В

последнем случає интересно знать: будет ли влиять неограниченностьконстант

Лебега на сходимость $°В(Р) к Е на всем отрезке [-1; | или только на отрезке

[0; 1]? Оценки констант Лебега, полученныев [6] не учитывают нарушение только

одного или обоих условий (2). Для указанных значений Ви © их можно

представить виде: ‘

Dnt? <i se8 cf)|< 2›„п”2, если ие (1/4; (&+1)/2),

D,Ln(n +1) <I] SSF (£) |.Ола +1), если p=1/4.

Из этих оценок не видно будет ли sob (f;x) cxoguTpca к Кх) на всем на

отрезке [-1; 0] (естественно с весом \(х) = (1+ х)? ) для любой функции РЕГ,

если первое из условий(2) не имеет место, а второе выполняется.
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Пусть рв = 4(B+1)/2B+3); p, =4(a+1)/2a+3).. Заметим, что если

и>1/4, то 1<р<ри. Если xe p>py, , to нх«1/4 и в этом случае

выполняются условия (2). Поэтому в дальнейшем будем рассматривать

случай 1 <р<ри. Если же Рв <Р <ра, то это будет означать, что первое из

‚ условий (3) не имеет место а второе  выпопняется.. `Положим

фу (п;х) = (\1-х+ 1/1) и ws(n3x)=(V1+x +1/п)8 . Основной результат работа

содержится в следующих утверждениях.

Теорема 1. Пусть —1/2<В<а<0, рьхрера й У22и-1/2. Тогда

для любой функуци Ї є Ї, ,, имеет место неравенство:

Cy» ІНРООМОЛ - х Мп)", y>2u-1/2, Р<Ра,

Ср Ш"9 (п + 1)f(x)=x 41/0)"| У=2р-1/2, ря ри»

< 1/р+1/а=1

РР Сша + 1) ||и y=0, Р=РВо,

Ст" (п +10 || F(x)Л -х+1/п)" liL,.°¥> 2-1/2, р=ра-

  
за (в; х)

 І,

Теорема2. сть ~V2<B<a<0, р<рвиу>2н-Ма, баду- 1/2.

Тогдадля любой функции Ї є Гр имеет место неравенство:

(x)
"ЗР(пуху (пух),

рр
f(x) й .

м (пу х)фу(п;I,

,7>24-1/2, 5>2%-1/2, р<рр,

    

| Cyinn +1)

a (f; у. |
? | Мр+Ма=ь р<рь,

0 сажі | ЄОФ/ фу (пох),,» 820, рерругдн-1/2,
Сіп'"Р (пнРОх)/ ца (пу худ, (пух) |,, 820, ¥22H-1/2, p= pp.

 

 

 

» Y= гемо или ба 21/2,

 

    

 

 
Доказательство. Приведем доказательство теоремы1, теорема 2 доказы-

вается аналогично. Представим частную сумму 528(Г) ряда Фурье-Якобив виде

і 3 ‘

за? (ух) з |Уавіа хyfy)* у)Р4у, (3)
=!

где
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hy (n; x, y) = (n +1)P28 (x)PF (y),

 

п-у? РВ(хрВН(у)
х-у ,

пз (п у, х) є Во (пух, у) є

а ak, bk — ограниченные последовательности. Для многочленов p(=B)(x) будем

использовать следующие равенство и оценки[11, стр.71]

PB)(x)= (-1)" P&C x) (4)

| plB)(x)j< Са"? -х+ п-2)-9/2-14, 0х1. (5)

Положим

р

(l-x)"(1+x)P dx, К=1,2,3.
-10

- NieОу

 

Благодаря представлению (3), ограниченности последовательностей ak, bk,

достаточно оценить каждый интеграл [.. Так как функция h,(n;x,y)

представимав виде произведения функций,одна из которых зависит отх ‚ а

другая оту,то,в силу (4)ии оценки©) интеграл й « СР,Р», гдеинтеграл.

_pf S44 B
P=(=)б funyi"а"КУ" x)? dx <C,

-1 п

так как —p(2a+1)/4+a>-p(2B+)/4+ В»-“4/2,  Вюду в дальнейшем

абсолютные константы будем обозначать буквой.С; а’величины, зависящие
от параметров о,В,р (и других), через Св, Хотя в разных” местах они

могут иметь разные значения. Сомножитель Р, оценим, используя

неравенство Гельдера: |

а 1 в 1 МР

-| fkог<

всМУ(fi-y~y +1/n)a y)*(14 yyPdy x

р

а 7 а

(1 y)* (1+ y)Pdy
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[2Очевидно, что 1-Й интеграл не превосходит СРО- у" ж 1/пу пр "НОЛИ

у»д2и-1/2, то а -4(у/2-0./2-1/4)»-1. Очевидно, что В+9(-В/2-1/4)>-1.

Следовательно, второй интеграл не превосходит некоторой величины С,,,

зависящей от у ир. Если у=2и —1/2, то этот интеграл не превосходит С (п + 1),

. для всех р>рв. Таким образом для любого ре (рв, р] имеет место неравенство

Ср ОХ-УИ,, если у» ду - 1/2,
« 6

! Сіп?/З (п |УЛ - у 1/ пуб IE. ‚ если у=2и 1/2. (8)

Интеграл 1, очевидно удовлетворяет неравенству:

І» «а[| [Fon (nsx, yd—-yy2(1+ y)Pady а-х° ахак+
(7)

+кованиУРИУРОхвах

° Чтобы оценить первый интеграл в (7), промежуток [-1;1] представим в

виде [-1; -1/2]()[-1/2;1] и интеграл по промежутку ‘°[-1; -1/2] обозначим

через 121, по отрезку [-1/2; |- через 1,› . Так как [х-у|>1/2, то воспользовав-

шись видом функции h(n;x, У),. равенством (4), оценкой (5) и неравенством

—р(В/2+1/4)+В>-1/2, получим 1.1 <С] Fle ‚ Murerpan 1,не превосходит

р

| 2 fO)-y)**olysn) 0 ау>“iP ВО
al

(к У)(-х+ ии?)$-учитб‘

где (у; п) - ограниченная функция. Оценка интеграла (8) полученав[5 , (15 —18)]:.

|
N
i
a

1,,<C|f І . Аналогично оценивается второй интеграл в (7), лишь в этом
, Pp

случае промежуток интегрирования [—-1;1] следует представить в виде

[-5 1/2] 01/2; 1. Таким образом: |

І, «СНІ, | 9

Также как интеграл 1», т, оценим суммой двух интегралов:

ізоfis fromnsimxyd8d +yayЧИкак=. (10)

+ ff tornscaix.ydy+yay? d=)*(-+9Pax
В первом из интегралов (10) промежуток [-1;1] представим в виде

[-1; -1/2]U[-1/2; 1] и интеграл по промежутку [-1;-1/2] обозначим через
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131» а по отрезку [-1/2; ]- через 13»›. Тогда, в силу (4 — 5) и выражения для

h; (n; X, y) ,

 

а+х) ІТИ - у) фує —_¢ Р,
М «Ї ° ba11+ x +1/n7)Pb/243/4 —у+1/п2)9/24

Первый множитель не превосходит константы, так как В+р-р(В/2+3/4)>0, а

второй не превосходит СР.. Следовательно

Cyll РОЛ -у ноу! Me ‚ если y > 2-1/2,
и

Cin’/4(n + I)Д-у і/ пу! Me? если y = 2p, —-1/2. a)
131 5

Повторяя выкладки, приведенные в [5] при оценке интегралов 131, 132 и 133, а

также учитывая оценку для Р, › получим неравенство

сИИ-х+ Ма) IRs Y>2H-U2 р<рь,

Ср Ра +ЕОх+Илр, у=2н 1/2, р<ра,

ji/p+i/q=1 os

С?(+ВЕз770, ряри»

CIn(n'+ Df f(x)AExe1)? 27> 2H 1/2, p=Pg:

Thy | (12)

Во. втором из интегралов (10) -промежуток  |-1,1)  представим в виде

{[-1; 1/2JUf1/2; 1] u интегралпо промежутку [-1;1/2] обозначим через [31, а по

отрезку (1/2; 1) - через 15.>.Тогда,в силу. (4 — 5) ивыражениядля Пз(п)х,у), "7

1/21 0 | ,

msc {if Ву)+ yPolysn) у (ках.
в, B 3

ЧАУ+у?"+ х+ in?p*a

В этом случае параметры ри В удовлетворяютусловия(2), поэтому

Ба СвИЕ. (13)

Так как | х - у|Р1/2, то воспользовавшись видом функции й, (п; х, у), равенством

(4) и оценкой (5), получим

132 «сфачаху пдутата х
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x (ола +УРа+у+ Uin?yMy) | (14)

Tak kak pta-p(a/2+3/4)>0, a B- q(B/2 +174)> —16, TO первый множитель

не превосходит 1, а второй интеграла Р.:

10.

1.
12.

13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.

Из неравенств(6 - 14) следует теорема1.
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