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Доведено, що інтервальна квадратурна формула прямокутників є
найкращою для класу функцій із заданою опуклою до гори мажорантою

інтегрального модуля неперервності другої похідної.

Пусть НР - множество 2л-периодических измеримых функций Е({) таких,

что a(f,t), = sup[2х+В) _f(x)|dx < @(t); rae ®(®) — заданный модуль непре-
|h|st

рывности, УНР(г =1,2, ...) - множество 2п-периодических функций f(t), y

которых (г-1)-я производная ГСТУ) локально абсолютно непрерывна на всей

осии ЕФр є H? .пот квадратурные формулы вида

«хі:

“Te(t}dt = Ук “F(tdt +R,(faбоїnh), (1)
k=tков

где 6, = {cx}, cE R- козффициенть, Xp teil, хк є |0,2л) — узлы,

рє(0,л/п) и ковдрй) - погрешность квадратурной формулы (1) на

функции Г. Погрешностью квадратурной формуль (1) на классе № называют

величину Каббли») supR,(f,аа»). Квадратурная формула с узлами
ГеК

a+ = м
Хи икоэффициентами с, называется наилучшейна классе М, если

В.(МВ) = шР Ви (М,6хв)= Вл іх,в).
Cy Xp

Интервальные квадратурные формулыизучалисьв (1-3; 6; 7; 9 —111.В [5]

для (любого выпуклого вверх модуля непрерывности a(t) и любого
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he(0,7/(4n)| найдена погрешность интервальной квадратурной формулы

прямоутольников © узлами хх =т+29-Ю/п, Ке)..п, теїдОліп) и

коэффициентами ск =2п/п, К=1....п для класса \2Н®. В настоящейработе

показано, что при этих условиях формула прямоугольников является

наилучшей для класса ху?но среди всех формул вида (1), узлы которых

удовлетворяют условию

х1 +1 <х›-Н<...<хк +1 < хк.1 -В <... ха -В < хр +В 5х; +27 -В.

Пусть У(х) — неубывающая, g(x) — невозрастающая непрерывные

функции, заданные на отрезке [-2л,2п] и обращающиеся в 0 только в точке

m

х=0, В" — т -мерное пространство с нормой ||= ХЕ}. (& = (1,2...т)).
i=]

Для любого, ненулевого вектора 5єв определим 2л-периодическую

функцию і(5У,x) следующимобразом

[ritesПку» хоnid} если 5> 0, хе [Мк1,Пк),

f(E,v.q,x) =4max{v(x—n,), q(x—Na), ecm у <0, хе [ПкMk):
UGУке ‚для1‘всех х,

где по =0, "пк = злу"М. =т.

пі

2Обозначим через Ма.множество функций fG. У, 9, х) (GER п,

Е =.0).в. среднем равных. нулю на периоде, Monvig = множество функций

fМпа ‚ имеющих ровно 2n перемен знака на периоде. Для любой

функции ГЕЁ положим

Jf = бд =оОтишу (r=1,2,..):
то jel j

f, (x) = Spf= [f(x+tdt (h>0)2h |,

В дальнейшем нам потребуется следующее очевидное утверждение.
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„Лемма 1. Пусть V(x), v4(x), v2(x). - неубывающие, q(x), 91(х),

92(х) — невозрастающие непрерывные функции, заданныена отрезке [-2т,21]

и обращающиеся в нуль только в точке х =0, при этом для всех х = [-21,2щ]

‚ справедливы неравенства \1(х)<%(х)<у2(х), 9 <а(®)<42(х®); є»б -

некоторое фиксированное число. Тогда существует ‘число

2 я Ме, У| У2»4142)» 0, не зависящее от точки 5 и функций У(х) и` 9),

такое, что если УЧ,х) Е Маха и функция З,ЛЕ(Е,У,4,*)(х) имеет

минимум в точке уд, при этом каждый из промежутков [Уд -Н-Е,Уд +№+#],

[yo—h,yot+h] содержит ровно одну точку минимума х=хо Функции

ЛЕ(Е,У,а,х), то промежуток [ху-^,хо+^] не содержит точек максимума

функции ЛЕ(Е,У,4,х).

Теорема 1. Пусть у(х) - неубьвающая, 4(х)- невозрастающая

непрерывные функции, заданнье на отрезке |-27,2т) и обращающиеся в нуль

только в точке х -0, Для любого П є (0, л/ п), удовлетворяющего условиям

n/n

жк[пиУС, х),9(С,х-зак[max{V(C, x —2n/n), arc,х-aj<0 (2)
550 2h

2h 2n/n

ж){max{V(C,x — 2h),Q(C, x)}dx + пайУ(С, x ~2h),Q(C,x -ania >0 в)
sts “2h

  где У(С,х)= кач LCца Q(C,x) = оюмою +С+

и любой системы точек {у Удень Уп } для которой

yj, thsy2-h<y2+hsy3-h<y3+hs..sy,-h<y,+hsyj+2z-h (4)

существует функция «oF(E, v,q,x) € Мпа ‚ для которой функция

ЗаЛЕ(Е, у, 4,*)(( +) принимает равные минимальные значения в точках у|,

У2, .-., Уп ( ю- некоторое действительноечисло, зависящее от узлов д ).

Доказательство. Докажем утверждение теоремыв предположении,что

все неравенства в (4) являются строгими (общий случай легко получить
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предельным переходом). В этом случае существует число >00 такое, что

Yie1 7 Yi ~2h> 51, i= 1,2,...,n › Уп-+1 = У] +27.

Пусть здачі (п 2» 1,2,..) - сфера с центром в нуле радиуса 27 в (2п --1)-

мерном пространстве В?""1. Каждому вектору 5 577"! (& = (1,62...эт)
поставим в соответствие вектор В() = (В (&),B2 (§),---s Bans (é)) ‚ где

и т 21-1 я іі 5 І

8 (2) є signg; (віча/2 (bil seen). , i =1,2,...,2n +

и построим функции С; (5, у,4,х), С2(6,у,9,х) следующим образом:

  

если существует К € {1,2,...,.2n} такое, что при всех 1 = 1,2,...,2п

. . —1, если ік, | |
sign§; -sign§i,, = . (5)

1), если 1=К,

то положим

ВІ(5» если! <К,
А+ (5) = Вк(&) +Вк1 (5), если! =К,. .. для всех 1=1,2,...2п,.

Віл (5) еслит> К

Gy(E,v.0.x) = FOE), (v(x)- a(x))/2,(q(x) = VO)/2, x)
если м

| signé, -signé;,) =~ “pita poex 1=1,2,..,2n, = 7016

то положим. | | а о

В; (2), если! = 2,3,...,2п;

@1(&, у, 9; х) = КА(Е), (у(х) — 96%) /2, (9%) — у(х))/2, х+ [Вот(©) |,

для всех остальных точек & Е 32141 положим

Суб9х) = F(BEE), (vx) — q(x))/ 2, q(x) - V0X)/2, x).

g2ntlДалее, если дляточки & Е выполненоусловие(5) либо(6), то положим

дубль)хункуою)
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)- 2(2n +1)тів Ці) 22
is +10 1321

во всех остальных случаях положим С2(&,у,4,х)= G1(6, v,q,x).

Из способа построения функции С2(&,у,4,х) следует, что отображение

gn+1Фі: > Ciorn, (6) = 02(5, У,ф.х) непрерывно и нечетно, при этом при

g2ntlлюбом & Е функция С2(5,у,4,х) имеет не более 2п перемен знака на

[0,2п). Пусть А -— множество точек € € $271 таких, что функция С»(2, У, 4, Х)

имеет ровно Зп перемен знака на [0,2). При каждом &е А обозначимчерез

m(§) множество всех точек числовой оси,в которых С2(Е,у,4,х) меняетзнак с

«—» на «+», М(Е) — множество всех точек, при переходе через Которые

С(Е,у,9,х) меняетзнак с «+»на «—», У(5) є 52"

С(Е, у, 9, х) = f(y). (V(x) — (x)/2,(q(x) — V(x))/2, x + a(€)),

— вектор, для которого

где a(t) = [Pons - если sign€: -sign€,,, =-1 для всех 1=1,2,...,п,

0 для всех остальных 5.

Из способа построения функции ВС,Жследует, что для всех

ЕЕА вектор (Е) существует и единственен. | г

Вьберем є» є (0,6; /3) так, чтобьнеравенства(2) и (3) оставались в силе

при замене п на Б я є, и положим

у- мтСю,alx),~q(x)}, еслих > 0,

ук - max{v(-x),-v(x),q(x),-q(-x)} если < 0,

max{v(x),—v(—x),q(-x),-q(x)}, еслих>0,

у209 -{" min{v(--х),VOX),qx),-a(--х)), если х « 0,

мі(0) є ух) 0, 42%) =), 69 = маю длявсех х,

ёз =МЕ, УьУ2, 9192) - число, описанное в лемме 1, &= тіпів» /3,€3}.

Обозначим через А; множество точек &еА, удовлетворяющих

следующим условиям:

1) при каждом i =1,2,...n [yj -~h-e,y; +h+e]fm() ¥¢,
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2) найдется 10 е {1,2,....m} для которого (Уго 7 й -5Уц + h+s]QM(&)=¢.

Ясно, что А| ПА» 2 9, где А» з -А. Для каждого &е А} положим

G3(6,V,q.x)= (re. vox) - оюсоa(x) 96) -19.MODOC)4“© 

где С=С,-С2.Сз, Cy =п пи |; (8), i}
Isis2n

        
п 1 . 1.

С2 = П|1-- min —x"| |, C3 =—mins max min —х" Е
і Є, х'єт(б) ов Isisn x’eM(é)

x"elyi—h,yjt+h] при x"ely;—h-e,y; thts]

и построим отображение фо : $211 Чо,2л] следующим образом

G; (2, м, а,х), еслиme є А,

ф2(Е,х) = -03(-б,у,4,х), еслиёе-Ау,

Go(§,v.9,X) во всех остальных случаях.

$20++1Легко видеть; что отображение фо: ‘> Croan] непрерывно и

нечетно.»- Виберемппринкаждом кабан ‚ точки y(t‘envi. i=1,2,..„п так,

чтобы Ит ук ) = у; для всех =.зп построим на сфере sl векторно-
Коза

значную функцию 1(&) =(и(Е);3121 (8)следующимобразом: :

2n el lis

тб) є фо,хх,
О о

n(x) = ^^ 792)ЛФКУ), еслиі 22) - четно,
$... 162 (&,*)(у=Shores), еслиї- 251-121 - нечетно.

e2ntl g2nПоскольку отображение 1:S —>5 непрерывно и нечетно, то в

Е g2n+lсилу теоремыК. Борсука [8] существует точка ЕЮ ‚в которой вектор 7

обращается в. нуль. Вьберем из  последовательности gue

подпоследовательность, сходящуюся к некоторой точке се52'1, тогда

$2(6,*)(Е) имеет равные значения в узлах У1.....Уи, кроме того,
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производнаяСЮ в этих узлах обращается в ноль. Покажем, что

разность 5ЛФ»(0,0) - 5,ЛФ» (с,Ю(у:) неможет принимать значения разных.

знаков. Предположим,что это не так. Возможныдва случая.

1) На каждом промежутке [у;,у;.1] (=1.2,....п) функция класна)

отлична от тождественной константь, тогда из сделанного предположения

следует, что $,]1Ф2(6,*)() имеет более 2п точек перегиба на |0,27), а значит,

(2(¢.tth)~@2(¢,t-h) имеет на [0,2п)более 2п перемен знака, что

невозможно:

2) Предположим, что найдется промежуток [Уш,Ут-1|, на котором функция

55.2(с,(0) ‘является ‘тождественной -  константой, тогда

ф2(61+1) =ф2(6,1-1) ‘для всех 1е[Ут,Ут-|.‘ Рассмотрим (2n-2h)-

периодическую функцию

Фо, 0, еслит є ЇЙ, уп 7 ПІ, |

Ф(= 62(6,1+ 28), ecmt €[y_, —h, 2a — 2h],

M(t + 20 — 2) для всех1. г.

Так как Ут-1-Ут > 28, то Ф() получена из (Gt) вырезанием

четного количества подряд идущих «шапочек. » и ‘обладает аналогичными

свойствами. в узлах у1;У2,....Ут,Унт+2:-—-2И,Утуз-21,....Ур-21. Новторяя.

описанный процесс, через конечное число шагов получим функцию,к которой

применимырассуждения, аналогичные случаю.1).

Таким образом, Зо(5,*)(® > $15(6,*)(у1} для всех t, либо

Зло)$12(Gs*)(y;) для всех +. Не ограничивая общности, можно

считать, что 5.12 (6,*)(#) принимает равные минимальные значения в точках

У1, У2....Уп (В противном случае рассмотрим точку —5). Нетрудно показать,

что СЕА, кроме того, каждый промежуток [у; -П-82,у; +1 +е>],

[у:-В,у; +8] содержит ровно один минимум функции Лф2(6,х), а тогда в

силу леммы 1 и выбора числа = справедливо неравенство min
1s$js2n  уксіве.
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2n "

Далее, поскольку [Ф2(с,х)4х =0, то найдется ig € {1,2,....n}, для которого
0

Гуд 71 726. Уїд +Ь+ 25] не содержит точек максимума функции ЛФ» (с,х), так

как в противном случае из (2), (3) и способа выбора = следует, что

21
[Ф2(с,х)4х *0. Таким образом, сеА1, причем в точке с С. =С› =С; =1,
0 .

поэтому $2(с,х) = Е(у(6),у(®),а(х),х +а(с)), то есть функция ф2(6,х-а(с))

удовлетворяет всем условиям теоремы1.

В случае, когда у(х) и 9(х) - линейные функции, утверждение теоремы

1 полученов |9 и 21.

Теорема 2. Для любоговьштуклого вверх модуля непрерьшвности с) и

любого В (0, п/(41)) интервальная квадратурная формула прямоугольников с

узлами x? =t+2n(k—-l/n, k=1,2,..,n, te[0,2n/n) и’ коэффициентами

cf =2n/n, k=1,2,....n является наилучшей для класса. МУ?НО среди всех

квадратурньх формул вида (1), удовлетворяющих условию | .

xy +hsxy-h<x2+hs<x3—-h<xz3+hs..$x,-h<xy+hsx;+2n-h. (6)

Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, что T= 0.

Пусть ди(®) — 2^/п -периодическая функция, равная в среднем нулю напериоде,

определеннаяравенством

, л/(рп)- 1, если t €[-h,h],-
ча

ol, ‚если. te(h,2n/n ~h),

НЕ[0,л/п] — нуль функции (0, ви(0,п,х) - Зл/п -периодическая четная

функция, определенная следующими равенствами

Вп (@,h, x?) = 0 ° k = 1,2,...n 2

ait
gt, (@,h,x) =

4

2n o(2x)+y, еслих є 0, ці,

у, еслихел/а

| 2n/n |

где ЕК - константа, определенная условием | 2” (@,h,x)dx =0.

0
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Из теоремы и леммы2 в [5] следует, что

2 -0 =0 2n і h

R,(W не50.50в) | вн (@,В,х)- fen(o,h,t)dt Idx .
б 0 —h

Пусть бе (0,л/п) - точка, в которой функция 21 (в, В, 1 ‚меняет знак. Положим‚ ПУ р Вп

>

Jgn(@,h,t)dt, ecam0<x <G,

я
?

vo(x) =5 fgn(o,h,t)dt, еслих»б,
0

— у0(-х), еслих < 0,

n/n
fgn(o,h,t)dt, ecmO<x<n/n-C,

т/п-х
n/n

qo(x)=4 fen(ah,tdt, еслих> л/п-б,
-90(-Х), если х « 0,

В силу нечетности уд(х) й 4о(х) для зтих функций неравенства (2) и

(3) справедливы прилюбом НП є (0, л/(4п)), а тогда в силу теоремьі 1 для любьх

узлов xy ‚ - удовлетворяющих о условию. (6); существует. функция

я 7 |
КоУ» Чо» Х) Є Мопуудщдо» Для КОторой 5.ЛЕ(5о,Ур,обід) принимает

равные минимальные значения в узлах х|,х2,..,хи (10- некоторое действи-

тельное число, зависящее от узлов {х;|). Следовательно, функция |

| | х1 +В

J£(Eo.Vosdo.t+to)-s¢ JifEoVo.do-y + tody
xy-h

обращает в ноль квадратурную сумму, при этом в силу[4, лемма 3] эта функция

принадлежит классу WH? . Таким образом, для любого набора коэффициентов

Cy = {ex Jeet ск еК справедливо неравенство
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Q | xyoh

Пусть ТрТо»Топ - точки локальных зкстремумов функции

ЛЕСо,Ур» до» ЮК ід), причем ток — точки минимума, т2к_1 - ТОЧКИ максимума

(k =1,2,....n), t) <1 <..< Toy <4 +20 = Тара» ТОГДА

Qn хін |

ВАСУ"Н бо» ХльВ)2 Й мбні Гиї(боУс2. (7)

дк xy +h

ПД поуро) Ро,90»У+10)9у |&>
0 хі-б

п T2k+1 і т2к +В
25 | 4ifGo.vo-do.t+to)-se JJif(Eo.vo.d0.y +to)dy jdt. (8)
Кеті такоб

Для каждого а>0 определим на [0,+00) вспомогательнье функции

МУ(а,), С(а, 0) следующим образом: если а є (0,л/ п|, то

t |
{min{v9(x),qo(x—a)}dx, если се (0,а)

Waa,t)=40 |
fmin{vp(x),qo(x —a)}dx, ecmnt>a,
0 ;

t
если а> п/п, то \(а,0) = W(n/n,t), G(a,t)= Ппіпіуд (х), 4о(х —a)}dx для всех

0

а> 0. ЗафиксируемЗначениеК є 1,2... п}. Возможныдва случая: |

1) тіптак с ТокаріТокт/в, тогдалегко видеть,что-:

 

ті
Г|£(E9.Vo.dost + to} seЗ(50,У0,90»yewses
тк Тк

TAHT TTP .
> [Wrox41 - to, st)dt + Гча:росаіобрас; (9)
ПО ба. Sat ЕТ

2) min{to, — T2135Tak ОК)? n/n ‚ тогда

T2k+1

J SifEo.vo.aotto)оЕн,Чо, y +tg)dy jdt 2
T2k-1 тт

(T2k41~-T2k-1)/2
>2 JSaks ок_1)/2,t)dt - “2kt 2k} fose=I «реа

(T2k+1~T2k-1)/2

>2 j W((taicg1 ~t21)/2,t)dtЗОВ іао, (10)
в
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Первое неравенствов (10) можно получить, исследуя левую часть как функцию

12к (при фиксированных 12-1, т2к+1), второе неравенство легко проверяется

непосредственным сравнением интегралов.

С - 2 ‚ У

Принимая во вНимание (7)-(10) и то, что функция (у) = [ W(y,t)dt

б 0
вьшукла вниз, приходим K перявонотву

в,СНЯВ)йW(n/n,t)dt—2хво

- |кольо== |sano}=R,(WH,62, x2,h),
0 -h

откуда следует утверждение теоремы.
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