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СПЛАЙНАМИ

Знайдено точні асимптотичні рівності для найкращих несиметричних набли-

жень класів У/; сплайнами з обмеженою старшоюпохідною.

Пусть І, ($р<9) — пространства 2п-периодических функций

ЕВ > IR с соответствующими нормами|#і, =|, Если fel, nau B -

положительные числа, то положим

lel. о, В = lj і, + B Е| » где Е (t) = max tt f(t), 0} -

Если Мс Г,- некоторый класс функций,то величина

E(M, H).. = supinfif —ull о © (1)ріа, В

называется наилучшим (a, B) - приближением класса М множеством Нс Гр в

метрике [.,. При а=В=1 ‘величина (1) совпадает с обычным.наилучшим т, -

приближениемкласса М (обозначение Е(М, H), ).

` Наилучшееприближение функции feL,Bа подпространст-

вом констант будем обозначать

а

_ Пусть фиксировано множество H c.L,. Conocrasum функции ГеГ., под-

множества: і бо г о г

H; ={u(t): ueH, u(t)<f(t), O<ts<2n},
H; ={u(t): ue H, u(t) zf(t), O<t<2n}.

Положим | | |

вну, з іо-ы,: ue НЕ}. H; #6,

50, Ні _=@, |

E*(M, Н), =supE*(f, H),.
ТЕМ -

Величины Е*(Ё‚Н), и E*(M,H), называются наилучшим приближением сни-

зу (+) и сверху (—-) функции РЕГ, и класса Мег, соответственно.
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Обозначим через МУ, класс функций Її єЇ,,, у которьіх Ї“-Ю локально

абсолютно непрерывна (#“є АСідо ), и ієої «1, а через Му - класс функ-

Qn
ций ГЕГ,, у которых #С АС, а УкOley - Пусть еще Зап, 7 Пространст-

во 2п-периодических полиномиальньх сплайнов порядка г, дефекта 1, с узлами
Кт

в точках —, КЕЙ,.
n

2m в
Через 9. (а; 8,0) (с. » 0,8.» 0) будем обозначать З периодический ин-

„п
теграл порядка г с нулевым средним значением на периоде от четной > пе-

Le - л
риодической функции '».о (058; 0, которая для telo, 4 определяется следу-

ющим образом: ,

аа, О<+< Вал, -+ ВА),
лов)=о, валВА)кат

В [1] В.Ф.Бабенко исследовал поведение при п > 0 последовательности

величин Е(\S295-1a ЖЕWy Із где {5}- невозрастающая последова-

тельность положительныхчисел, а именно, имеет место

Теорема А. Пусть г=3,4,...- и ЧЕ г: -. невозрастающая.. последова-

тельность положительныхчисел. Тогдапри. п —>о справедливы,соотношения

п.enИ. eqn? зо, LsЕСМ„Зои. ов МУ =?( Io“ 2n,r~] x адз п. e,n? =O(1)

В дальнейшемэтот результат был уточнен [2:5](вместо порядковых получены

точные асимптотические равенства), в частности, справедлива

ТеоремаВ. Пусть r== 3,4... и fe,т невозрастающая последователь-

ность положительных чисел, такая, что Е.П? > ц є, -»0 при п-з о. То-

гда при п -» со выполняется соотношение

С,
ЕСМ„Зои +=,у"), = nela(+o),

где

N
i
s

 

r

С — якз r-2 2

" 4r 2K,

и К, - константы Фавара[4,с. 105].

Подробнее о вопросах изучения наилучших относительных приближений
смотри, например,[5].
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Целью данной работыявляется решение задачи о точной асимптотике ве-

личин Е(\„г+)Diag 4 ECW) Sons-1 OU +8,)Wy), ala 4er-

ныхГ.

Теорема 1. Пусть = 4,6,..., {&}иа — невозрастающая последователь-

` ность положительных чисел, такая, что єпо -»со ц Е, —>0 при п-> о. То-

гда при п —> 0

- С
ЕСМ„Зои +8,МУ iaтт+0),

п

где

r-2

C= TE
7-2 (0585)e

o 2 1-2
>

т 4r 2E(Q,, (о,8). .

Теорема 2. Пусть г - 4,6,..., (Є їла; г невозрастающая последователь-

ность положительных чисел, такая, что 102 > из, —>0 при п->®. То-

 

гда при п —> ©

= С
Е(М„бони +в),=a+0(1),

. ; - п .

где

2

C= Kika | г-2 12.
7 т] 2KKy

и К, - константы Фавара.

Доказательство теоремы1. ‘Пусть

c=fe= (осоосо) ЄВ": Хек =0, Мала
k=t k=1

Tak же, как и при доказательстве теоремыиз [3], можем установить, что

Е, :=В (№,+8)WEво

= эр {Fle ~(1+6,)-sup So, (=) М а)
BW" Ad ceC k=] n oS

Й далее, считая, что {=0— точка максимума функции Фіх (0,В;), как в

13), получим  Е, 5 5 sup F, (A) ‚ где
18.<п

Е (A) =—to"о,В; 0)-СВ;з.

Ал

oaВ; п)+(1+=,) о. В;Ж.
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Исследуем на экстремум функцию Е, (^.) . Для ее производной имеем:

Е, (4) =-= банце"о, В; 0)- а + Є уч(а В; 2) 7

1,-(ct,Віл) (+в, ) о. В; п==+
n

Ін, Ж) М го Ат) М
+ att "Фіг ot, B; —п я сВи зр

т

' 2n т т

Fy (1) = а + Ey) г Їду,Ce, B; Уа>.=(© В;2
0

 

2n

гБсо,В; thit+anh гаВ;и TIEAQ, "о, В; 0)- теп Фі, "о, В п).

Так как слагаемое в фигурных скобках имеет порядок п? при п >, то мо-

жем считать, что при всех достаточно больших п будет Е, (1)>0. Рассмотрим

теперь

 Fy(n)=owlFo-

я
ля

|" Іди(оз В; дата,[вре + ГЕФу «Ко, В; 0)- TE, Oy, Чо, вол).

Так как є, -»0 при п -»оо, то при достаточно больших п знак Е (п) будет

определяться знаком слагаемого в фигурных скобках. Учитывая выпуклость
функции ф,‚1 (0,В;1) при г = 4,6,..., можем заключить, что Е, (п) <0 при доста-

точно больших п.

Введем в рассмотрение функцию ©, (a)= мн Fi (A). Для ее производной

можем написать

ебуанк,соро-
An\ At An

ееарен4 ЗпOLаВ; T+oe

94



=

- Ease4-1)ваввимоМозлат

=

еюГФигRa B; thatsneh гда В;+
п

С учетом выпуклости при = 4,6,... функции фу,г_2 (©, В; .), приходим к

заключению, что Ф’ ().)<0 для Х.є(І, п), а следовательно, ®, (A), а вместе с

ней и Ё (A), убывает на промежутке (1, п). Но тогда найдется единственная

точка М, Е (1, п) такая, что Е, (^„)=0, причем 2, — точка максимума для функ-

ции Б, (A).

Необходимое условие экстремума функции Е, (0) в точке ^„ запишем в

виде

“at

(+, гва ^
| | Ап

0 емаoP: 2n у
        

Ant
T+ on

г(о. В;скатт, оев at =
n

     

= теофі, (0, В; 0)теФі,(о,Ві т). 70)

Снова используя вьіпуклость функции Фі. (0Вії) при г з 4,6,..., несложно по-

лучить следующиеоценки:

Ann
- 2n

теп (Фі, (0В; 0)- ду, (а, Bs m)) S20 +8, )~2) fe),(a.B;t)dt <
0

Фух-(05кб 2
<-2(1+e, (r-sheea

Зпл

откуда

 

(22) < mreEp, (a, ; )). (4)
5 <

" (i+e€, (г - 2/1. г квт

 

С другой стороны,из (3) можем получить
Ant

2n

—ré, (9), (a. B: 0)— 9, (а, В; п) = 20 +e, )r-1) fey,(a, Bs t)dt =
0
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 2-1 +8,О,(рої

откуда

 

ау

жо)!

ЕЗІ М 2r€,E(9,, -(0. В; У. (5)

2n) (+e, (r-Dlo,,.-2(c,8:0))
Тепер, сопоставляя(4) и (5), получаем,что |

то п
2n

а Ж в,

 

ИЛИ

при п-» о,
‚Нас будет интересовать асимптотическое равенство для Ха при по» со,

поэтому, используя разложение по формуле Тейлора функции Ф,,(0,81). в

окрестности точек и т, из (3) выводим

внеевакФіл-2(0,розз) рівень
ані +

  

2 2n 2 2n

= ,, ray? ГУ . .

ноевт ofтВ; )).

Преобразуя последнее выражение,получим. = |:

аква)Зx"|Вр,о, В;),(1+0(1)) =2re„Е,х(оь Bs У,»

  

 

 

 

откуда

мой теВ(Фі (а, В).
2) зачверб

ИЛИ

(2,,@.в;)). 2
taыыЕ.В;x)синок ©

Теперь, используя (6) и (3), с учетом разложения по формуле Тейлора, после
несложных преобразований для Е„ получим оценку:

Е, <5 sup F, доз—F, (Aq) =
1<А<п

11
! “Ss (фиг2 (а,В;0)—neste21.
 

 *)(+0(1)) =
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а
| aso). = 

п'є!

1 (xME(Pry-2(4,Bi))x 2 г-2
reat Ar 2Е(Фі,(0ВУ)

И необходимая оценкасверху получена.

Получим для Е, оценки снизу. Поступая так же,как и в [3], будем иметь

ау

где

F, (m) =‘ates"о, В; 0)-(1 + En) Фі,snl В; wt)
m 2n

оева(ese)
М , 2n

BsiGepem m,, €{l,....n} Tax, yToOn m, —1<A, ти, тогда

max fn (тугер
m=1,2.,..

=seз)є8; 0)-(1не(з 8;шо
mM, 2n(m, -1)'

вер(148) 044 >? ми]

5, aan)feteое[вв |А г ти 7 2n of 7

 

     

  

     
Ant

a»Ds Te

Так же, как приполучении оценоксверху, имеем

Lo 2C, 1

F,(m,)= iil | > а+-ой)).
Є т

Отметим, что при п -» оо А, >®,а следовательно и т,>,a тогда можем

написать |

 

 

Е, 25(т, )= attтче+o(1)), | . (8)

где

| о vt | 2
с. | Вы20.85). М Б a 9)

4r 2E(@,, (2, B5-)).0 |

Таким образом, необходимая оценка сверху получена. Сопоставляя (7) и (8),
приходим к равенству

С
E, =Gresой), п ><,
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где С, определено равенством(9).

Теорема1 доказана.
Отметим,что приа з-В =] мы получаем результат теоремыВ.

Доказательство теоремы 2. Воспользовавшись тем фактом, что

lim 9,,(1,B;t)=-2B,(t) 14, ©. 109], rae
Воно 7

вє5т" гопи-З_
те!

ядро Бернулли, получим

. . 1 т
lim ЕФ, (1, В;)) = lim Фи(1, В;0) = Фіг (I, Вл) = ІВ, (т) -В, (0)| =К>
B>+00 8-40 2 2

где последнее равенство написано на основании соотношенияиз[4,с. 107].

Теперь, используя [4, предложение 1.5.9], полагая &=1 и переходя к

пределу при В -> +00, из результата теоремы1 при п —> ® получим

a
ЕСМSanpOd+e,wy= l=і——757,(1+ 0(1)),

где

2. й У г

C= KiK,; \?( r-2 2

" г (2K,Ky) -.

Аналогично, устремляя а, к +®, при В=1, получим такое же равенство (при

п >00) для последовательности величин Е.Ом‘Soo,rpod+eв)МуТУ

Теорема2 доказана. oo
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