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Отримано узагальнення на ненормовані І, - простори відомої нерівності |

А. А. Лигуна для похідних періодичних функцій;

Символом G обозначим отрезок, действительную ось К, или единичную

окружность Т ‚ реализованную в виде отрезка [0,2] с отождествленнымиконцами.

Будем рассматривать пространства Г, (с), О«срао, измеримьх функций

х:С —> В, таких что| <, где    L,{G)

ур

sya ‚ если О<р<о,
KI.о) = OoG

vraisup|x(t) , еслирооо,
teG

и, если, ИС <<, то

<) = eXP|G)" [in x(t)| а,
8

Через Ly (с) обозначим. пробтранетво функций. x:G -» Ко таких что хо

локально: абсолютно непрерывна си x) € L,(G). ‚_ Положим

Lt, (С)=(<)ПЕ. (С) и через М... „() обозначим множество функций

ХЕ 17, (0), - «таких,  что.. Їх? М

г. .(су-12(с)и М,(0)- М(С). Вместо їх, (т) БУДем писать М:
> ' . р р

Символом ф, обозначим г -й 27 - периодический интеграл со средним значением

 

 

Sl. Ясно что, если. BPG<o, то

на периоде равным нулю от функции $у () = sgnsint.

Для функций хе, (т) „хорошо. известно .и имеет много интересных

приложений следующее неравенство А.А. Лигуна[1]

ЕШкЕт
В данной работе доказано, что (1) сохраняет силу и для 4е[0,1), еслигиК

 

М деЙ,), ктє М, Кт, (1)
 

 

(9 |.
 

  

 

 

удовлетворяют неравенству
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(r ~ k) т ls I. < 2 (г ~ k + 1) [к І. . (2)

Условие(2) выполнено,в частности, в следующих случаях:

1 г22,К=г-1; 2)г>3, К=г-2.

Нам потребуются некоторые вспомогательные сведения. Будем говорить, что

функция фЕГ.[,В] является функцией сравнения для функции Ё еГ/. (а, Б,

если |1]ща З ОЇ,а рр М из Условия | Є(5) || Фт) |, 5 є Га.БІ,т є Го. ВІ,
вытекает неравенство| #"(&)|3 ф'(п)| (если указанные производные существуют).

Пусть а ‚ уе(01), а функция фе[0/1] удовлетворяет условиям

(0) =0, @(0?> 0 почти всюдуна(0, о, и

УФО) foto | (3)

Через К,(Ф) обозначим класс функций Ё єгогоп, таких что

Ё(0) =0, Е'(Р)>0 почти всюду на (0, Г), для которых ф является функцией

сравнения.
Лемма А [2]. Пусть. 47(0,1), a функция ф удовлетворяет описанным

выше условиям. Тогда для любой функции Г Е К. ($) выполнено неравенство

1 1

ов [© (t)dt

5 < . (4)

fre Й Док =

Для функции’ ЕТа,б) симвояом(уСе [,.: 6-а] обозначим. ее

убывающую перестановку [3]. Положим -ф‚(9 = A9.одии. пусть©:oe

 

сужение сплайна Ф,,на|дфач л/3), где- нуль Ox:

Лемма1. Лусть фо = a, u Onauucenk,r EN,‚К <г, выполнено условие (3). Тогда

функция ФО) а (Фо, к»!1-0,определенная на [0,1 удовлетворяет условиям

леммыА ‚ т. е. Ф(0) = 0, g'(t)>0, te(0, 1), и выполнено неравенство 0) су

(r-k)/ (r-k+1) .

Доказательство. Выполнение соотношений (0) - 0, Ф'(1)» 0, їє(0, 1),

очевидно. Докажем неравенство(3). Для зтого заметим, что

0) =H Oa,lle =OP+ Йо

Годо з | Касадо ЙІоо(Од
ом| ® ,.4 |) = 2B 1 ® екыЙо

Из этих равенств видно, что для данной функции ф условие (3) совпадает с

условием (2). Лемма доказана.

=2в ~(r-k)-]
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Теорема 1. Пусть К ‚ г Е М, К < г, удовлетворяют неравенству (2). Пусть

далее х Є 1, (В), а числа а, 6 таковы, что х®(а)=х®(65)=0, и | х®(0] > 0 для

{Е (а, 5). Тогда для любого д Е (0,1)

а

Ik(В) "

|

Доказательство. Фиксируем хе [/, „(К), и числаа и Ъ, удовлетворяющие

Ky

к La(R)

 

 

1 1КОДЕК 5)
   Го

условиям теоремы.Так как неравенство(5) однородно, то можно считать, что

хо =1. (6)
Г. (В)

Torna x € WE“ и (5) можно переписать в виде

   

Ехо"“тгФаСОat
сх 5 (7)

Фе,|

 

   

 

hee

причем, легко проверить, что правая часть(7) не зависит от ©. Заметим далее, что и

левая часть неравенства (7) инвариантна относительно преобразования х„(9:= у"
х(70. Поэтому мы можем считать, что Б-а= 1.

Вьберем 2 из условия

  Le(R) №. |.г
и рассмотрим два.} слуная: 1). I=b-a <п/А; 2)1= bea>alh.. о

Пусть сначала i) < т. Заметим, что из условия (8) ввиду теоремы сравнения

Колмогорова [4] вытекает неравенство

Поз Пон ©)
Пусть а - нуль сплайна ©, _,. Переходя, если нужно, к сдвигу функции х, можно

     a

     аг

считать, что [а, Б) со (а, со + aA}. Тогда из (9) и условий x(a) = xb) = = 0

вследствие теоремы сравнения Колмогорова вытекает неравенство |x"t)|_ <

фл.к(ОЬ 1 (а, 5). Поэтому для любого 4 0
В А Ми і

[ога[|dt. 00
Вьберем с є (а, 6] так, чтобы

[lx@e dts [ixа. (11)
Ввиду(10) и (11) существуєету € [0, 2/(2A)], такое что

Пхос вся ЙіхоР ке ЙІоОв М.
Отсюда, в силу теоремы сравнения Колмогорова, вытекают неравенства с-а
2 y, b—c 2 y. Kpome toro, для любогоу е [0, л/(2А)| выполнено неравенство
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6Lxats Lo,OM
(ввиду монотонного возрастания по у левой части последнего неравенства).

Поэтому

[Ix@p dts Fixd+[xO ats

с-а ву b-c pry
«о а[ | ®,, x(t) |? dts

22 зл(00)сноРо
Следовательно,

1 k) A qaокоє = PloOr at. (12)

Из (8) и (12) выводим

fixene a аа,«от а
 

г-К

м вв |РЕ"оoe _ р,Е     

Отсюда, ввиду (6), следует(5) в случаеА, < т. woe 7

Пусть теперь 2.2 a. Tak kak b—a= 1 согласно предположению,то,, переходя,

если нужно, к сдвигу функциих, можно считать,что а=0, 5=1. Вместо неравенства
(7) докажемB рассматриваемом случае более.сильное неравенство

котаЕdi
о, (13)
кН1 .

 

 
із

x") (Hat  

  

гФо, -к 0)
 

где В - нуль сплайна Ф,,,х» Причем, нетрудно видеть, что правая часть (13) не

зависит от @. ToT факт, что неравенство (3). сильнее, чем (7), вытекает из
неравенства Колмогорова

t-k+]

(k-1) a <
Heo |Їх |о ~ Іі, |,| | |

(здесь мыучли(6)). Пусть х- сужениехна[0,1], а Фи гк - сужение @,,, Ha [,

 

 

 

В+л/о]. Перепишем (13) в виде
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— о т ——

Gy (k) — jor ,t)dt[r@®, pat . ЕР (Фалло)
тек > г-К

ток 4 л (( r-k+1 4

рг(Фк09

 

Ї г(хЮсу
  

  

 

"Пусть Фу, - сужение ф‚‚_‚ на [а, а-нл/Х), где а - нуль сплайна Ф‚‚к. Ввиду
 

неравенства (9) и теоремы сравнения Колмогорова сплайн Pa, гк Является

функцией сравнения для х“х® . Тогда согласно теореме о производной перестановки
 

[3, предложение 1.3.2], функция т(Ф,|к»Ї), Определенная на |0, л/Х|, являєтся

функцией сравнения для перестановки r(x™,t), определенной на [0, 1]. Ввиду

предположения

А, > п. Положим @ = л. Тогда © < А и, следовательно, функция r(, ро) тем более

будет функцией сравнения для г(х® 1). Переходя квозрастающим перестановкам

P=,к1-9 и =г(х®1-Ю, получим функции ф,ЁеГ[0,1],

удовлетворяющие условиям леммыА су = (г-К)/ (г-К+1) (если принять во внимание

лемму 1). По лемме А имеет место неравенство (4), которое, в данном случае,
равносильно неравенству (13). Тем самым неравенство (7) и теорема 1 доказаны.

Теорема2. Пусть К, г ЄМ, < г, удовлетворяют неравенству (2). Тогда для

любой функции х е1/., (Т) и произвольного 4 Е [0,1)

kit

(14)
{k) №.al НЕВы

Неравенство. {1 4) точное и обращается8в равенство» для функций вида x(t) ==
ag,(nttb), a,b € В, пе М.

Доказательство. Так как для любой функции feL(б имеет место равенство

  

 

| f |=то (лу"4 |Є ||, 5; с. 188], то достаточно доказать(14) для 4 є (0,1).

Фиксируем хеГ.,(Т) и пустьс - произвольньй нуль ‘производной x)

Рассмотрим совокупность всех отрезков [а;, 6] < [с, с+2л], таких, что ха;j=

x (bj) =0, |x| >0, te(aj, bj). Ясно, что

Уа), |=>Pixо. | (15)

Оценим интегралыв (15) при помощи неравенства(5). Положим

kїй1Хо |1
S= — [lo,,(t)[* dt«Ї k | |,

 

 
 

 

115



Заметим, что 2 [| @ ,, (t) |? 4 = Ф |. Теперь из (15) выводим оценку

tk

Їхо «26, -ар8 «І Фудів ты "к8

которая равносильна неравенству (14). Точность неравенства (14) очевидна.

Теорема доказана.
Через 5 , ‚ обозначим множество 2п-периодических сплайнов порядка г

дефекта | с узламив точках т/п, 1Е /.

k

 Г.oR)

Теорема 3. Пусть п, К, гЕМ, К < г, иК, г удовлетворяют неравенству (2).

Тогда для любого сплайназ ® $; и произвольного д [9,1)

  

Р5, єай Isl. (16)
    

Неравенство"‘(1б)точное и обращается вравенство для сплайнов `

s(t) = афь, (©, аеК.
Неравенство (16) в случае а> 1 доказано ранее для всехк, reN,

К <г В.М. Тихомировым|6) (д 2 со) й А.А.Лигуном |7| (4 є (1, со)).

Теорема 3 выводится из теоремы 2 точно. так. же,;. как и в случае 921 [8,

теорема8.2.1].
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