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ТИПОВ УНРУРВ (Agt-Ayi)

Отримананеобхідната достатня умова в термінах К-функционалів пар просторів

Лоренця для того, щоб квазилінійний оператор обмеженодіяв із пари просторів

Лоренця (Ag, 1(R"), AФа (В" )) у пару просторів Лоренця (Ayjc0(R"), Лудо(В" )).

Обозначим через Ф объединение функции 5127 и множества возрастающих

выпуклых и вогнутых на полупрямой [0,%) функций $ф(1), удовлетворяющих

условиям jimAuet)=0(0)=0 , fim7911=ю и удовлетворяют Д›-условию в

нуле и на"конечности то есть существует такоє число У»0, что для всех

ге (0,со): вьшолняєтся  неравенство 92t)<vo(t).: Для функции ФЕye из

множества Ф пусть Му(1)= sup ——93)st) (0 <t<o) |и Уф, бро ее нижний и
O<s<oo §

верхний показатели растяжения. Eom функция ф(1)еФ удовлетворяет Ay—

условию в нуле и на бесконечности, тогда ее функция растяжения ММt) всюду

конечная.

‚- Пусть f°(t) обозначает невозрастающую перестановку модуля вещественной,

измеримойпо Лебегу на R” функции F(x).

Для функции “ofПЕФ и ає(0,го) пустьАаА” ) ` обозначается

пространство Лоренца ‘вещественных измеримых по‚ Лебегу, на пространстве А"

| 1
функций /(х), для каждой из которых конечна квазинорма {тCf" (t))* dort)}4,

если Ф(І) є зівні, О<а<о,и 5ир Г*(1)Ф(1), если а=®. Если
0<1<о

p(t) = signt , To ЛорВ") =[»(А”), вслучае, когда 0 « p<,

1

P(t) =0?, Agg(R")=Lya(R") w Lyp(R" )=Lp(R").

Квазилинейный оператор Г, действующийиз пространства Лоренца
n п м

Ag(Е) в пространство измеримых А” функций, называется оператором
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слабого типа (Ёу/,Гио), если для всякой функции ЛекВ" } и всех #>0

о

выполняется неравенство (77(1(1) «М |f' (t)do(t), rne M не зависит от

; 0

’° выбора Г и Ё. Обозначим uepes K(t; f;AgaAga) К-функционал пары

пространств Лоренца (Ag,a(R") »Apya(R” )) .

В [9] получена следующая формула для К-функционала пары пространств

СК")ІК"):
і

КБ)= inf (uly, +H vlя (/"(5дав,
, I(sJ=u(s+v(s) 0

єКкЇж(R")ut>do.

B [7] получено ‹описание Жефункционаладля пары пространств Лоренца

(LogR"), Lys(R” )), _ частности, доказано, что если O<p<r<o,

0<4<5<о®, то

K(t, fi Lpp Lp) ®‘|(ИР"(ии|(Рпоради+Pel+tei
0 1%

K(t, f;PEposto) = sup uP’?f(y) +t sup yP/?f*77для 7 Є Їро уко » THE
O<ust 2 tSu<o

В [8] указано необходимое и достаточное условие для того, чтобы

пространство Лоренца Л,//0, 1] было интерполяционным пространством для

пары пространств Лоренца (Лу, І [0,1 1, Ag,10,1) в случае, когда

фундаментальные функции Фу, ф2, ф; выпуклые.

p(t)
Кроме того, в [2] установлено, что КИ, fi Лот, То) = | (зв для

0

любого 120 всех / є о(А") +1»(Ё"), если фундаментальная функция ф

вогнутая.

К. Беннетт и К. Рудник, используя установленное в [6] неравенство для

квазилинейных операторов J слабых типов (Lop lige) 4 (LpLs);
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0<р<’<®, 0<4<5<® и указанное выше описание К-функционалов

КИ,Грін), КИ,got) получили для функций /(х/є Ір; Я Їу; и

t>O nepasenctso K(t, Tf; Lge, Ls) S$ CK(t, fiLyLyi).

В случае, когда 7 #00, из выполнения этого неравенства следует, что

квазилинейный оператор Т является оператором слабых типов (Lyр'Їдоди

(ІІ‚Гуа .

В представленной работе получено описание К-функционалов пар

пространств Лоренца (Ар /(А"), АрТОВ"), (Ар(В)АрхВ")) с
фундаментальными функциями Фу, ф2, Фз, Фд є Ф. Для квазилинейных операторов

Т слабых типов (A A |, м A ] установлено неравенство
фо" ую gy.) 1,

K(t, Tf; Lyjoую) 3 СК(Ь fLp,Lp,)) nna seex Де 1("+11(Е") и

1>0. Если @2(1)= ЯвиЕ, то из выполнения этого неравенства следует, что Т -—

оператор слабых типов (^ A }, (4, A }.
90,1” удо о ую].

Сформулируемполученные в работе основные утверждения. |

фа)
фо

Уф, <бр < Yo.«00. Тогда для любого 1 > 0 ии для всехФункций |

поел

кеу.

ФІ)

Теорема 1. Пусть Ф((1),Ф2(1)є Ф, функция РИ возрастает на (0,5) и

 7;Ay,Ay [A(s)doy(s)+22 [p(sdons) =
0 200 о

© =9DApf(t) + By,fh.
ши)
y(t

O< Py, <@y, <©. Tozda cyyecmeyiom такие постоянные Dj > 0,

Теорема2. Пусть уК1),/2(1)ЕФ, функция ——^ возрастает на (0,%) и

р> >0, что всякой функции Л(х)ЕМу, (R")+Mg, (В") идля любого t > 0

выполняется неравенство

рок м,тм „му,

«ріДе,"пн,oh|
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Теорема 3. Пусть функции ФІ(1),Ф2(Іши(1), и.(ї)є Ф, фз(1) є зіяпі,

до! «фо ФІ(1)/ фз(1) возрастает, ш(1) /ц2(1) возрастаєт или убывает на

(0,%), области их значений есть (0,©), и т(Ё)- измеримое положительное

решение уравнения

1 (m(t))/ py (m(t)) = y(t) / y(t).

Если Т - квазилинейный оператор, определенный на сумме пространств

Ag, (R”)+ Ap, (R” ), тогда следующие условия эквивалентные:

1) Тявляется оператором слабых типов(Ag,Лук 7, (Ag,p Ay07;

2) существует такая постоянная С;>0, что для всех Т из области

значений функции У] (1)/42(1) и всех функций Л(х)е Ли (В)+ Л, (В")

выполняется неравенство

K(t;Tf;My,,My,) $ CsK(t: fi Ap, Ap, ).

Докажем следующие утверждения, используемые при доказательстве

основных теорем.

Теорема4. Пусть f(x) € Ag(R")+ Ль(К”), функция (Е Ф ‚ Тогда

ти)

K(tfiAg Ande | (т)(т). = а)
0

Если Мoft) непрерывна справа в точке # = 1, то соотношение(1)

превращается вравенство.

Доказательство. Для функции /(х)е Л(В")+ Аь(К") и! >0

полагаем Лр(х) = Г(х)- /*(Ф(1)ema | f(x) > f°('(t))тхо во
другом случае; f7(x) = f(x)—- fo(t). Обозначим

E={xeR":| f(x) > Г(Ф'Т(1))), тогда тезЕ «Ф'"(1). Пусть тезЕ з фі),
тогда

K(t;АрдодЗИ, МЛ,З

merE

= (гагота"(ває
0

ти) g(t) і
= Р (Уе)чжтДаютч | Г(р'(тад(т)-

0 0
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Фа)
[ Гала).
0

Если те5ЕЁ < g(t), то имеет место равенство f(T) = (Фи) для

всех г є (тезЕ, ФІ!(1), следовательно,

merE 2 9)
Г ("точ"вправі Й ("тнаюсо.
0 0

Докажем обратное неравенство. Предположим,что /(х)=8(х)+й(х), где

#(х)ЕГ(В"), Их) Е 1(К"). Для любого 2 (0, 1) из>0

(5) 8*(1-=)5)+"(5) и |

Фа) g(t) g(t)
Г Гзмо(з)є | g*(1-e)s)do(s)+ [BW(es)do(s)s —
0 0: 0 О

<(1-€)s}do(s)+h'(0}t = je(s)dolнти, 2. 0)

Так как для любого 52 0 манніСОто тогда,

воспользовавшись свойством 18 вВ, с.100)для невозрастающих Функций, получаем

feотм2із"ема

Тогда из неравенства (2) следует, что |

Фа) 7 \%

J Г(з)49(з) є М47= [e"(s)dors)+tilhly,s
0

«муДіє(варівІА,ім,5Кью). ©)

Так как Ф(І) возрастает и удовлетворяет 4, -условию в нулеи на

бесконечности, то функция растяжения Мofі) конечна в любой точке / » 0 ине

убывает, то lim My((1-є)Г) существует.
є-збч
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Если выполняется условие непрерывности справа функции Му(1) в точке

1 = 1, то, устремив & к нулю и учитывая что Пт Мо=)=Мо(1), из
Е->0+ 1-2

неравенства(3) имеем

g(t)
| f'(t)do(t) < Lim.Mols=бы:Пр, 10) < K(t, f; Ag, Lo).

0

Теорема доказана.

В случае ф(Е) = ЕЁ теорема4 доказанав [9], а для вогнутых функций ф(Ё) в

[2].
Теорема5. Пусть и(1)ЕФ ‚и F(%) € Ayo(R" ) + Ag (R").

. Тогда

Ktfi Ayr Ao) ® sup (f(aW(t). (4)
дату‘(t)

Ecau Mу(t) непрерывна справа в точке t = 1, то соотношение(4) имеет

следующий вид.

sup (Г'(ти(т) є КИГА,Ao) S2 вир (f"(T(t).

cry) 0<ечу1).
казательтво. Пусть /(х)є AyoolR" ) + Ль(В") u t > 0, nonaraem

рих) єГО(W(t), com|feSF(W(t), w folxy=0'R ©
противоположном случае; ix)= f(x)-fo(x).

оцениваем

Кудод тр (HMC)=
: Остер"‘ty °

< sup (f“рн? sup (Гете).
0<т<у(1) 0<т<иа)

Пусть Дає 2(t)+h(t), rae 8(1) € Ly(В") wA(x)eL,,(R” ), rorna aia

любого є є (0,1) имеем

sup (P(e) sup [8-е(єтж(єДє
O<r<y'(t) O<c<y'(t)

< эф М,(1-74а“)+"(0).
бусиа)
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Взяв нижнююгрань по всем представлениям /(1)= g(t)+h(t) usarem

устремив = -> +0, получаем

sup (Г(ит) є їтМУ(1-2КИГузоЛо).
O<s<ys~М1)

Так как для функции Ц(/)Ф функция растяжения Ми (1) не убывает, то

йт М,(1-є)Г) существует. Если М(1) непрерывна справа в точке / - І,
Е—>0+

тогда

sup Cf(OWT) SK(t; fiд).
база"Йt)

Теорема 2 доказана.

Предложение1. Пусть Ф(ИеФ, у(1)- измеримая по Лебегу, положительная

ивозрастающая на полуоси /0,с0) функция такая, что =

M,(t)t‘dt +| lan <<. Тогда для любой функции

HoseeRAY

улья,«чоwos
бо

Доказательство. Пусть. я(х)єсКП")АСК.Хи {>0.Оценим

функционал - ма

            —_<
tv(t)

Ме apy at
«Др fader)|

=},сене |e |
д Ги) и.

1 и и“, о а<CJMI (up(WyseМи)у

 

oft. . `

«С ігrn
0\0

1

= cf [P(g(ut) —
0

  

 

С другой стороны, применяя теорему 1, получаем
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jK(9(t), fApt   

 

с][f°(s)dorsраD>

«с [лаже)- adeсм|
; v(t/u) зиму(и"!) 50

  [Pewа5

о

   

 

       
lan!

Предложение доказано.
Аналогично доказывается следующее утверждение.

7

“ ж ' du

wdии)

Предложение 2. Пусть измеримая, положительная и возрастающая на полуоси

 

>
[0,°) функция д(Е)такова, что [Myce2dt + Ге7у<

М,

и функция Ф(1) є Ф удовлетворят условию reopen 3.

Тогда для любой функции /(х)Е оС")АСЕ")

tdt
Им [ifroe).о att)

Предложение 3. Пусть функция у(1) є Ф такова, что функция растяжения З

Му (І) конечнав некоторой точке 0 » 1, у(1)- измеримая, положительная и |

возрастающая на полуоси /0,0) функция, удовлетворяющая

условиям: V(0)=0 nu lim у).=0. Тогда для любой функции
t>0+ V(t)

fixe AycolВ"+В") выполняется соотношение

O<t<0o 0<t<00 (1)

Доказательство. Пусть f(x) € AyofR”)+LeofВ"dut>do. Применив

теорему2, имеем: |

| op [teayUUsAyoпняю (7ot)

op {Jру K(y(t);иль)2sup 55 sup (f‘ежеs
0<1<® 0<1<о (1дата

w(t)
<2so(rons)
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Оценим снизу К-функционал

sup [KeЛ;=)= sup | sup (fем
O<t<o\ V(t) O<t<o\ V(t) pert

y(t)
>С t

, ав[Л ( )и

Предложение 3 доказано.

Предложение4. Пусть ф/(1),62(1)ЕФ, бір» Я Урі» ФІ(1)/ Фо(1)

возрастает. Тогда существует такая функция $(1) е Ф и такие измеримые

положительные возрастающие функции /1(1), /42(1) на полуоси (0,0), что

Ми | |

ое) =ии)"ди, фа) є Їд(иГази)du.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда функции

g(t), Ф2(Ё) выпуклые,тогда производные $7(#),. $5(1) существуют,

положительные и возрастают почти всюду на полуоси (0,00), а

односторонние производные и1), Фі (1), і = 1,2 ‚конечные положительные

и возрастаютво всех точках полуоси (0,00). Tipu stom

Pi(t) = Pir:(t)=9;(t) во всехточках1, где производная ф;(1) существует.

Пусть (+). -возрастающая положительная икусочно-непрерывная,функция

с конечным числом точек разрывов и х>0.„Положим

Q(x) = | ФТ, (1омдав Поскольку(Е) суммируемая и. функции.
0

Ф1, (1), Ф2.(1) всюду конечные,‚ суммируемые и ограниченные на любом

отрезке /0,х], то функция. Ф(х) определенадлявсех хе(0,5) и почти всюду

ф'(х) = D1 (X)Q>o-(x)u(x) [4, с. 251, 234]. Из положительности и возрастания

подынтегральной функции следует, что функция Ф(х) неотрицательнаяи

_ выпуклая [4, с. 281]. | | |

Далее полагаем ду(Е) = Dp (t)uu(t), 127(t) = Ф! (Е)Ш(Е) тогда

 Ф/(х)= Фів тифуащаГаї з g(t) “aу.

 ф2(х)= тораРота10aiу

128



x

Кроме того, 9(x)=J|o)(t)p>(t)u(t)dt, tax Kak gy =9;(t)(i=1,2) почти
0

всюду.
Предложение доказывается аналогично в случаях, когда ф1(#) = выпуклая,

ф2(Е) - вогнутая функции или функции $1(1), Ф2(1) вогнутые.

Доказательство теоремы1. Пусть $ф1(#),Ф2(1) удовлетворяют условию

теоремы. Тогда, согласно с предложением4, найдется такая функция Ф(/)є Ф,и

такие измеримые положительные возрастающие на полуоси (0,00) функции

УЕ), У2(1); что ФІ(1) - ФП)/у), ФІ) є 9'(t)/Vv2(t). При этом функцию
Ф(ї) можно выбрать так, чтобы ее функция растяжения была конечной в

некоторой точке. #0 > 1. Поусловию 0 < Bo, <Qg, <©, MOITOMY MO2XKHO BEIOpaTs

1 du
такую функцию у;(ї), чтобь интеграл му, (и)— сходился. Учитывая

и
0

1

 постоянство функции fit(т) на [0,1], оценим интеграл |fi (ми)Ф(т)Яу
и

0

Для любого т>0 имеем.

             

ds
зустемнвту

yg
  «робоdots);iro [5Fes

0 5

du О7 465)

ориMaiinCs [reset
уз) |

С т/2

2Sff(завіт|f‘мен

= С;ти[f°(s)doi(s) =Co [f*(s)dgi(s).
0 0

Пусть у > 0, воспользовавшись предложением1 и свойством К-функционала[1,

с.85], получаем
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t

Ir(5995) < Свке)т)бу

t ;

(5) (5) ) 4%

ЭК у оооЄaeeУв
0 .

биrite

   

   

svi(s) 5 YIa5) б 7

 SCs |КС).ЛА) [исанімг 05718)

 «сл,«ефтбовою;т

«а+Jacрисиpont.

gt)
По условию функция ФІТОп) возрастает, следовательно,‚для любого.

: 92

фиксированного / > 0 и всех те (0, 1]7 ооавуовены) Тогда по

2.0 0
свойству 18 (3, с. 100}:для неотрицательных невозрастающих функций

ра)ie/2)do)(u) <9, (t) [if (/2)a0,¢u).

ж

Воспользовавшисьэтим неравенством для функции Г (и), окончательно имеем

1 t

(змов) «Со |и, ‚имен<
0 0

«с,+«а,орома . (5)

со

Далее оценим |(мроби), для любого т» 0

т
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[КФГ.А wy
ds * ds _

СиіУ имwale)

  

 

 

т | т\0

ас бы ts Cy Ir(мин) 98|
a tu wwГи2 1 о Му, (пи!)

у du
Так как по условию теоремыинтеграл |———~ сходится,то

ue )

ТкаколА,1.)2552 ouIr(w)pn(w).

Тогда верна оценка

щоу”(міру)єсщоeMMetal5р) ° тА

ике) І en
Ст ФО) J ( To Ao whe Pr Aglg)(5) |

    

  
\«Ср muг ||(уп (зи дафізи)|

фа)

Фг(1)

почти для всех, t>0. PU)Git) v2(t)

б) ФО) мі)

Q(T) | Ф1(5)зелимwo}jelaanrlDs

ff(дави) 9

С учетом полученньх неравенств (5), (6) для любого представления

функций/(1) є 8(1)4-М(1), где 8(1) є До(К".), М1)є А,(В"), имеем

оfrсмеясь,*ЭС(at,fAg)An)

5

ratJESAtJту (6)

Так как ——— по условию возрастает; то P(t)p2(t) - P(t)(t)20%

Тогда

  

  задання) <Ci4\l fo lla,-

(t) (1)
Теоремадоказана.

Доказательство теоремьт 2. Для фундаментальньх функций м/(7), Щ2(1)

пространств Му (R" ), Му, (К") найдется функция и(1)еФ такая, что
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M,,(to)< для некоторого числа 10) >1, и такие измеримые положительные

возрастающие на полуоси (0,0) функции v(t), v2(t), что

ш(бі)єм()/уці), 20)=)УЕ). Кроме того, для любых функций

ла)є Мі, (8"), б1)є Мі, (В") вьиполняются равенства

зир (ПІ) є sup KV. fiiMigіт
«іо о«і«ю і

ши(0)

Y(t)

w(t), ши2(1) удовлетворяют 42--условию,то для любого І» 0

у)

«м, зир (2амад)ямуse,sup (явм.
Осо W2 t) O<t<co

| fo(ta)
SC
° wr)an(Hetик!) |

mattedssnae,toe)
лама)«С JOLENE),

нео

+1 эр пам) зар ‘даме ,
vot) ога _ У2() р ут) Л

Воспользовавшись‘определением операторов С, Dy, ,, получаєм|

Далее оценим функционал Кre‚М,7,М| . Так как функции

 

 

  

кумуум „му, <сневаучерsto) <

< Cw(t{2Cy, (F(t) + Dy,(FR.
Далее установим оценку К-функционала снизу; для любого{> 0 имеем.

Cy,f(w(t) = вр (Г(ими) є
O<uct-

< sup (fg (u/ 2)y(u))+ sup Cf;(u/ 2)yy(u)) <
O<ust O<ust

<M, sup (fo(t)y\(t))+ sup CF) (tyy(t)LE?
O<rst/2 O<rst/2 (тт)
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Так как w)(t)/W>(t) Bo3pacraeT, To

Сы“)м.О(треАТС2)
O<rst/2 O<rst/2 Wo(t)

Аналогично оцениваем при любом ft € (0,0)

р,Гиза) =И(Рем)

tit sup (g°(t/ 2wo(t))+ sup (h‘изо
W2(t) \rere2t t<r<co

«М; [м sup (g*(u)y,(u))+2 бир (в"ті
t/2<u<t и? г) t/2<u<o

Учитывая полученные неравенства, имеем для любого # > 0

ис(4Dy,SO) <

(є си яр (викидио я (‘избы.
0<и<о | W(t) O<u<co

Взяв нижний предел по всем разложениям /(1)= 2(1)+й(1) функции /(х),

окончательно получаем |

иипан,Sais cx(wil fiMg,My,

Доказательство теоремы3. Пусть оператор,Т является оператором
слабого типа (Фуи,Фигdi Вначале рассмотримслучай, когдафункция..

W) (11Mv у2(1) возрастает. Из утверждения теоремы їв [5] следует, что для,

всякой функции fixe Лоау,(R"Йи любого #>0 выполняется

неравенство › |

vi{Cy(TE)(t)+ Dy,тої
< Сет)Ар(те) + Вр,т.

С учётом оценок, установленныхв теоремах6,7 для К-функционалов, получаем

а)
коТІ; М, My, |s Dy(t){Cy, (Tf) (t)+ Dy, (Tf) ws 

<тон„т< Скет,fiAg,:ль
Полагая т=41(1)/42(1) = фі (т(1))/ ф. (т(1), получаєм требуемое

неравенство.
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Если функция w)(t)/w2(t) убывает, то воспользуемся вторым

неравенством в утверждениитеоремы1 в [5]

из{С.Г+В,Га)<

< Сети)Аи(та)+Вт).
Тогда для всякой функции f(x) € Ag, (R”" )+ Ag, (R" ) и любого ¢ > 0

wilt) (eeум
у) Чу) ема|ДоуГаDyITS

<ростеАр"(ттдія Во,(то)єСКemSiAg,An

Учитывая,что г =умо)=p, (m(t))/ p7(m(t)), nomysaem

к(єЛУМіМо, ) «СКєГЛу):
Так как из определения К-функционала[1, с.54] следует, что для любого 7 > 0

(CMTMyMy) =(81: Myy My)
то окончательно получаем |

к (г 17; My, My, ) < СК(г. fiAp,* }
Теорема доказана:
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