
YAK 517.9
В. Е. Белозеров, В. С. Чернышенюо,С. В. Чернышенко

Днепропетровский национальный университет

ОБ ОГРАНИЧЕННОСТИ РЕШЕНИЙ СИСТЕМ КВАДРАТИЧНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Одержані нові достатні умови асимптотичноїстійкості на конусі розв'язку системи
звичайних однорідних квадратичних диференційнихрівнянь. Для неоднорідних квадратич-
них систем (з ненульовою лінійною частиною) вказані умови обмеженості розв'язків. Ви-
значено квадратичні системи, розв'язок яких є обмеженим при будь-якій лінійній частині
та при будь-яких початкових умовах. Наведені приклади застосування методики в матема-
тичній екології.

Постановка проблемыи ее актуальность. Применение квадратичньх диф-

ференциальных моделей является классическим подходом в экологии, начиная с
работ А.Лотки и В. Вольтерры[2; 9]. В общем виде модель Лотки-Вольтеррыдля
произвольного количества популяций имеет вид

n

жежс; + Vidyx;(t)|, i=1,2,..,n. (1)
j=l

где с; — скорость роста соответствующей популяции ‚ 4,; — параметры, описыва-

ющиехарактер и степень взаимного влияния популяций. От квадратичной системы
общего вида система(1) отличается тем, что в каждом из уравненийв качестве со-

множителя выступает соответствующая фазовая координата — численность популя-
ции(что вольтеровским моделям «досталось в наследство» от простейшей линейной

модели популяционной динамики — модели Мальтуса — и отражает тот факт, что

популяция не может «возродиться», если ее численность равна нулю). Впрочем, и

для этого типа моделей может иметь место более сложная структура -- например,
когда рассматриваются задачи регулирования численности популяций, и допускает-
ся интродукция особей[5].

Примером модели е другим типом квадратичности может служить модель ди-
намики фенотипов в генетически гетерогенной понуляции

п-1 xO(г)

j=l A г (2)

‚= (й,х, -xO)baх(), ієіп-і1.

Xo =

где г- скорость роста популяции, К - ее равновесная численность, А; — равновес-
ная доля представленности в популяции /-го фенотипа (0 < 4, < 1), Б;; - интенсив-

ность возможного проявления і-го фенотипа у потомства/-го фенотипа. Здесь появ-
ление определенного фенотипа не связано напрямую с его присутствием в популя-
ции. Он может (и должен) появляться с некоторой вероятностью в ходе развития
других фенотипических групп.

Ещеодна квадратичная модель динамики фенотипов имеет вид [3]
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i,и«0І-ie , 1=12,..п. _@)

Здесь К; - равновесная численность субпонуляции /-го фенотипа, а параметры6,;
имеют примерно тот же смысл,что и в предыдущей модели.

Актуальность исследования асимптотической устойчивости или ограничен-

ности решений подобных моделей очевидна:Если для чисто вольтеровских систем

асимптотическая устойчивость означаєт нежизнеспособность экосистемы, неиз-
бежность ее прихода к тривиальному нулевому положению равновесия, то’для мо-

делей другого типа, не имеющих равновесияв нуле, такой вывод, напротив, может
свидетельствовать 0б их позитивных динамических свойствах, способности

поддерживать стабильное состояние. В любом случае, ограниченность решений в

некоторой области параметров — необходимоеусловие корректности экологической
модели, и проверка этого свойства может служить важным критерием ее

практической применимости.
Полученныерезультаты могут непосредственно применяться для оценки кор-

ректности многочисленных практически используемых квадратичных экологичес-
ких моделей в той или иной области значений параметров. Разработку простых
критериев такого типа для экологов-практиков(на основе полученных теоретичес-

ких результатов) авторы считают своей очередной исследовательскойзадачей.

Обзор состояния проблемы.В [6;7;10;11] была исследована задача синтеза
линейной обратной связи для билинейных систем управления, обеспечивающей
существование непустой области условной устойчивостизамкнутой системы. Из-

вестно [6], что замкнутая обратной связью система является системой обыкновен-

ных квадратичных дифференциальных уравнений. В [6;7]: показано, что для одно-

родных систем дифференциальных уравнений областью устойчивости является ко-
нус. Тем не менее,в [6;7;10;11] без ответа остался важный вопрос о существовании
‚нетривиального конуса условной асимптотической устойчивости для однородных
квадратичных систем. Кроме того, для неоднородных квадратичныхсистем не был
решен вопрос об ограниченности их решений. Настоящая.работа посвящена час-
тичному решению этих проблем.

Базовые определения и постановка задачи. Везде, в дальнейшем, векторы
и операторы обозначаются полужирным шрифтом:а,А,...; скалярные величины и
матрицы — обычным шрифтом:х,Х,...; множества — прямым шрифтом:С,В,К,У, У,

2,... . Для обозначения конусов будут использоваться прописные греческие буквы
Qu.

Рассмотрим систему квадратичных дифференциальных уравнений порядка п

относительно вектора x(t) = (х(0), ... ‚ „уе В" неизвестных функцийвремени/

x, = dayx,()+x" ()B,x(0), п. (4)

Здесь А = (а,/) е В””" — матрица оператораА;В, ,... ‚ Вы Е В””" - некоторые симмет-
рические матрицы.(Ясно, что система(4) обобщает модели квадратичных систем,
рассмотренных выше.)

Для (4) выпишем соответствующую ей систему однородных квадратичных
дифференциальных уравнений
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x, =x" (1)B,x(1), i=1,2,...,. (5)

с вектором начальных условий x’(0) =Xq= (x10, «5 Xno) -
В дальнейшем, важную роль будет играть то обстоятельство, что в моделях

(1) и (2) по крайней мере одно из уравнений имеет вид

Ж =и+х(И Уах, (0) |, #е1,2,...п}. (6)
j=l

где символом ... обозначена линейная часть.
Покажем, что с помощью линейных преобразований переменных в системах

(3)-(5) можно добиться того, что одно из уравненийбудет иметь вид (6).
Пусть п = 2. Введем в систему (5) новую переменную у по формулех = бу,

где х,у є Ви

С )
М .

2 1

Тогда второе уравнениесистемы(5) примет вид

1
‚ = (1,2ХВ, - 2В, , 2 (1) +....

Таким образом, если найти вещественный корень2 из решения кубического урав-
нения

(1,=ХВ, - zB, 1] 0 7
2

то второеуравнениесистемы(5) примет форму Иа.

и. 2 =СУ, (бу, 0)ну (1), - |:
что ии требовалось показать. Факт, что модели (1) и (2) уже включают в;себя.‘урав-

нение типа(6), облегчает применение для их анализа предлагаемой методики.
Ставится задача определить условия, при которых система(5) всегда имеет

на некоторомнетривиальном конусе ограниченныеили даже асимптотически ус-
тойчивые решения. Для решения этой задачи введем некоторые определения.

Определение1. Подмножество М < К" (К = В ми К С) называется

гладким &-мерным многообразием (0 << п), если при У ® М существуют окрест-

ность О; с К” точки + и гладкая вектор-функция С : 0; > К”* такие, что ранг

матрицы Якоби отображения С в точке 1 равен п — К Многообразие называется
тривиальньм, если К - 0(М - К); или =п(М=0); в противном случае многообра-
зие называется нетривиальньм.

Введем теперь следующую систему вещественных квадратных уравнений

относительно неизвестного вектораУ = (у1, ..., уд:

Vj =V'BIV, 0+ Vn = VeВу. (7)

Пусть 2 с С" - алгебраическое многообразие всех решений системы(6).

Обозначим через 4ерс 2 его степень[1,7].

Определение2. Система дифференциальных уравнений (5) называется пол-

ной, если ея с 2 =deg.V ‚ где У с С" — многообразие всехрешений системы (6), в
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которой предполагается, что все п?(п-+1)/2 элементов матриц В\ ‚..., В, являются

не числами, а независимыми параметрами.
В |7| показано, что система(5) является полной, если 4е9с 7 22" - 1.

В [6;7] показано также, что любую полную систему(5) с помощью подходя-

щих замен переменных можно представитьв виде

7, я Уруу ), 12,00, (8)
jal

гдеру — некоторые (вообще говоря, комплексные) числа.

Определение 3. Однородная квадратичная система (5) называется регу-

лярной, если не существует вещественных констант ть, ..., т, (хотя бы одна из

которых не равна нулю) таких, что для УхЕ В"" имеем x"(«В +... + Вх = 0; в

противном случае (5) называется сингулярной или особой системой.
Легко проверить, что из полнотысистемы(5) следует ее регулярность. 06-

ратное утверждение, вообще говоря, неверно.
Отметим, что представление(8) использовалосьв [6;7] для получения неко-

торых результатов об устойчивости квадратичных систем дифференциальных
уравненийна конусе. Однако большинство этих результатов справедливо только в
том случае, если система(5) допускает представление (8). Для произвольных пол-

ных систем (5) представление(8) с вещественными коэффициентамине имеет мес-
та. Поэтому ниже для получения новых результатов об устойчивости квадратичных
систем предлагается другой подход.

Обозначим через x;A, teOD решения системы(5) с начальными данны-

МИ Х!10, ... › Хо. Без потери общности можно считать, что для достаточно больших
1Е[*со) имеют место неравенства: х! '(1>0,... ‚ х,(0>0. (Если для некоторых і

это несправедливо, необходимо просто сделать замену переменныхх, путем пере-
менызнака.)

* * т п м зПусть У 2(у,..,У,) Є В" - нетривиальный вектор решений системы(7).

В силу полнотысистемы(5) такой вектор всегда существует [657]: _

Без потери общности будем считать,что у,= 0. Введемвещественныечисла
=v,vqМ

Лемма1, Предположим, что для системы (5) существует нетривиальный

конус асимптотической устойчивости ®. Тогда система (5) при t —> © асим-

птотически эквивалентна системе

= (д,Арад, (t), i=l, 2, sell, (9)

Здесь числа /; є ДінаЖ)>0.
Доказательство. Пусть х(хо, Г) = 0 — решение системы(5) с вектором на-

чальных условий же ® .Тогда Ши х(хо, 0) =0 и, согласно правилу Лопиталя,
1—0

Х T

пл>роз=т

хо)

Вх»)- 7 i=1,2,...,.n-1.
(ко Х, (Хозі) 7? X, (Xf) 1°" x(X_,f) BL x(x), 2)

* Ж

Отсюда следует, что вектор у = (11, ..., Яи-1, у є В", где

A; = lim хі (Хо, і)

ізо Хи (Хо)
» @=1,2,...,0-1
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является решением алгебраической системы уравнений (7). Таким образом,
.. ¥ ge . зяб

Шах, (Хо»і) З 4, Шпа х, (Хоз і) и при 1-20 имеєм х(Хо) 7 Ах, (Хо).

Аналогично устанавливаются эквивалентности: х;(хд,г) — (Я/Я, ух, (Хозі)з і/

= 1,2, ...п при і-» со . Подставляя полученные соотношения в правую часть урав-
нений (5), получим (9). Тот факт, что для достаточно больших / х;(Хо,і)2»0 и

х (Хо, і) « 0 показьгваєт, что/; > 0, i,j = 1, 2, ....7

Из Леммы1 вытекает следующий результат. Пусть х; (г )» 0 - координаты

вектора решений x(г) >0 системы(5) в момент Й , определенный выше. Тогда

из (9) при #-> < следует, что
*,*

* xi (t ) ,

ху,>0; 1=Ь...п. (10)
1+ ДЛх; @ \t

Положительные системы. Введем следующее понятие.

Определение 4. Полная система дифференциальных уравнений (5) с началь-

ными данными хць...Хью называется г-положительной, если (возможно после не-

которых эквивалентных преобразований) существуют г < п независимых решений

этой системы, удовлетворяющих условиям: УЁЕ [0, со) Xi, (X)4,....Xn0, 0 2 0,.

хі, (Xia ---:Xn0. 0) > 0 где 1 <i) < 2. <i, <n.

Если в Определении 4 заменить все отношения > 0 на < 0, то можно дать оп-
ределение и у-отрицательньх систем. Если в системе (5) сделать замены

хі ПТ ) 2 1, 2, ..., го, то система (5) из г-отрицательной станет r-

положительной. Учитывая это обстоятельство, в дальнейшем мы будем говорить

только о г-положительных системах.

Формально вычислим все производные функций Z = Xj/X_, = 1, 2,..., nl.

Учитывая(5), получим

во) вох)
ен an
баннво(ОО)|
жо -

G, (2,(0),.--52,1())%2 (0)
rae G;(Z),...,2n-1) - неоднородные кубические функции, а Ома, ні) 7 НеОоДНОоОрод-
ная квадратичная функция переменньхх Z),...,27.15 7 = 1,2,.

Рассмотрим уравнения
GZ)...кі) = 0, ..., GrAZy..-2n-1=0. (12)

Обозначим через 21, ..., Я, замкнутые области в В”' одинаковой размерности
п-—1, границами которых являются поверхности 51, ..., бр описываемые уравнениями
(12). (Здесь ат S;=n-2;i=1, 2, ...,p)
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Обозначим через зії, ..., щі є В", 14142"-1- все ненулевые веществен-

ные решениясистемы(12)и введемв системе(11) новые переменныеу; с помощью
формул: y; = zZ-2;*;7 =1,..., 1. Тогда получим

yj) ВО,УзупОХ(г)
зоововооооов

ТО ~ Рьл(Ул(,.-„Ува@хи (0) P (13)

tn) (- PavOsУупохо (б)
где Р/уд)20, і 2 1,2, ..., п-1, еслиу, 2 0 з у; є (ур erYinЗ шо1.

Теорема 1. Предположим, что в полной системе (5) квадратичная форма
хТВ,х - знакоотрицательна и Хио ? 0. Пусть также для некоторого } Е {1, ..., #
тривиальноерешение системы

y(t) Pvjs...¥jn1M)
У;= : = tee eee n eee , (14)

Vin) РУд),>Узуп (г)

асимптотически устойчиво. Тогда для системы (5) существует нетривиальный
конус асимптотической устойчивости.

Доказательство. Для простоты положим у; =у, = 1, 2, ..., п-І, Х(І) 2 м) и

пусть хно = ж>.0. Обозначим через ОЕ В”’ некоторую открытую область, содер-
жащую начало координат. Из условий теоремы вытекает существование функции
Ляпунова Ку, ,..., Уи.1) для системы(14). Таким образом, для любого ненулевого
векторау= (у,,..., У.) Е О С

90 ,..У). И(1,..., Ун-1)VVses Ynet) > 0PEyy tpBy,<0.
| . ду Vn

Введем положительно определенную форму Г, = КУ... У. у+и”?, где

Узно Ура — решения системы(13). Тогда из условия хВх < 0 следует -- Р, (у,(Ї),

.... Ум-КО) < 0. Следовательно,в силу систем(13) и (14) имеем

Vy ov,
Op tetУDaWe EEIWttSyWtBWW <0,

1ду! 9-1 | ду
если У t € [0,00) w= w(t) > 0.

Рассмотрим решение последнего уравнения системы(13)

Wo
 w(t) =

t

1+ Wo [P,(¥j1(F)ooesYjna (AT
0

Отсюда видно, что если Wy > 0, To V ¢t € [0, 0) w = w(d 2 0. Если же мо < 0,
возможнытри случая.

, і

а) Уге [0,0) 1+ "д ГРО@),.-ьуват > 0. Тогда "(д < 0 Г, > 0 итриви-

0

альное решениесистемы(13) неустойчиво.
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6) 3 >0 такое, что 1+ \,[р (Ул(ФУпа(С))4т є 0, Тогда Шт, и) = -.
tor

с) МІ є [0,00) 1+ wy |Р‚(Уул(т),.. У,„(тат < 0. Возможныдве ситуации.
0

cl) Oynxunsa P, (ys...¥),.1(f)) orpanwuena na [0, 0). Tora B cuny xopo-

шо известной из анализа теоремыо среднем значении Vi é€ [0,с0) З#* е /0,t] Takoe,
t

* *
что 1+%0 [РояУгполРТ ЗІРО ),...Уп-1(@ )) и мыпри-

0

ходим к ситуации а) илиБ).

с2) Функция Р,(уд(),....У,„1(1)) неограниченнана [0, о) и ШИ оо,
1—0

Тогда, в силу положительности функции Р,(ул((),..У„и(ФР), получаем, что

limР.ОУзп(0)2 є. Следовательно,|ly;|| > 0 ‚ что противоречит асим-

птотической устойчивости системы(14). Таким образом, система(13) имеет нетри-

виальный конус ® = {иО,м} асимптотической устойчивости. Возвращаясь к ста-

рым переменным, получим, что и система (5) также имеет нетривиальный конус
асимптотической устойчивости. Теорема 1 доказана.

Tlyctb j), ..., js € {1,.. „„Й — те индексы/ для которых тривиальное решение

системы (14) асимптотически устойчиво. Пусть также ЯAe=, те области (12),

* — . — . з
bt endMMA KOTOPEIK Z, €&,5...42;, Ej, W TOUKM Z5...52‚ являются внутренними,

Введем обозначение Е ==,()...02),

Следствие1. Вусловиях теоремы1 множество {xEx}c R", где х пробегает

все множество вещественных неотрицательных чисел, является конусомасим-

птотическойустойчивости системы(5). — о

Следствие2. В условиях теоремы 1cucmemaa (3) является 1-положительной

Следовательно, система(11) определена корректно. |

В дальнейшем будем считать, что одно из уравнений системы(4) имеет вид (3).

Лемма2. Предположим, что последнее уравнение системы (5) имеет вид

х'Вих = (се +... ОслоЗ Ситі) (15)
где хотя бы для одного фе {1,..., п-1} си * 0. Тогда если хо = 0, то система(35)

является 1-положительной.

Доказательство. Покажем, что УЁ Е [0,о0) имеет место неравенство хи) ж 0.

(В зтом случає система (11) определена корректно)

Пусть а, -..» ак Є |0,с0) - особье точки функции ху(ї). Положимаб Є 0, арі = ©.

Вначале покажем, что решение х,({) системы(5) при любом начальном условии

хи(с) (сЕ(аь анл)) и любом Е е (аь ан) (1{0,...,К}) обладает свойством: x,(c) x,(A= 0.

Пусть для определенности х„(с}> 0 и существует момент В Е (а, ал) такой,

что функция х„(2)>0 при te(a;, 11) и х„(1,) = 0. Тогда из последнего уравнения систе-
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мь(5) вьтекаєт, что Х,(Г| ) є 0. Отсюда следуєт, что для достаточно малого / ? 0

либо 1) (її АГ) «0 и Х, (п +Ar) <0, ano 2) x,(t; +At)> Ou x, (4, +A> 0.

Прямое дифференцирование последнего уравнения системы(5) показывает,

что для всех натуральных п x” (4) = 0. Тогда из разложения функции х„(0) в ряд

Тейлора в достаточно малой окрестности точки / видно, что х„(11) = 0. Но послед-
нее тождество справедливо только в случае х,(с) є 0. Если же х„(с) > 0, то оба слу-

чая 1) и 2) невозможны. Таким образом, при х„(с) > 0 имеем х„(д) > 0. Аналогично

рассматривается случай х„(с) < 0. В этом случае х,„(1) < 0 и для завершения доказа-
тельства необходимов систему (5) ввести новую переменную 4„(1 = -х„(й). Тогда
будет иметь место неравенство х„(1) > 0, что и завершает доказательство Леммы2.

Построим с учетом условия (15) систему (11). В зтом случає С2.,...,Яп-1),
і з 1,..., п- неоднороднье квадратичнье функции переменнь(хх2,,...,2и.1-

Введем линейную (относительно7,,...,2н.1) функцию 2 формулой

Z = Qint...+ WapZar

и составим квадратичную функцию

О(2--. 211) = 2C1n Gy(2),29-1) Feet Wenn GrinZn)

и квадратичную форму

ВулСХ) Є Й(джин):
Теорема 2. Пусть п ? 1.. Предположим, что правая часть последнего уравнения

системы (5) имеет вид (15). Тогда для того, чтобы система (5) была 1-по-

ложительной (хції) 7 0) и Шах, (t)=0, finx(U%nV) =0,i=1,..., 2-1, neo6xodumo

и достаточно, чтобы квадратичная форма й,.(х) была отрицательно определена.
Доказательство. Для определенности положим хо > 0. Без потери общности

можно считать, что а Е [0,5) — единственная особая точка функции х,(/)

(Пт х„(Е) =). Тогда из Леммы2 следует, что УЕ [0, а) х„(1) > 0 и после инте-
і-за |

грирования последнего уравнения системы (5) получаем

x—_ по
Х, (t) = i

І-хо |(«азсат

20, (16)

Из этого неравенства немедленно вытекает, что УЕ [©, а)
і

{e@ +¢,,)dt = d(t) < YX. (17)
0

Далее, из условия отрицательной определенности формыЙ„.1(х) следует, что

для любых24,...,2„. функция С(2ь...,2,1) < 0. Поэтому при УЕ е [0, а) производная

Z(t) = G(z1,...,2n-1)%n(t) З 0 и так как х,(2) > 0, To 2(1) - убывающаяна [0, а) функция.

Переходим непосредственно к доказательству теоремы.

Достаточность. Предположим,что функция2,(1) = 2() + с„„ сохраняет знак

на [0,а). Для определенности будем считать, что 2„(!) > 0. Тогда из последнего
уравнения системы(11) вытекает, что х„(И > 0 и потому функция х„(1) возрастает

на [0, а). Далее, из условия 2(Г)<0 следует, что 2,(1) < 0 и потому 2ц(ї) - убьі-

42



вающая функция. Но так как по предположению uMmeem lim x,(f)=0, To To-
10-0 =“

гда lim. 2,(1) =-—и, следовательно,2,(й) меняет знак на [0, а), что невозможно.
газ

Таким образом, исходное предположение о наличии особой точкина [0, ©) неверно

и функция 2,(й) (а, значит, и х,(1)) не имеет особых точек на [0, с). Тогда в (17)

d(t)>0 u lim x, (t) = X40/(1 хто lim 4(1)) >0. В случае же2,(1) < 0 имеем 4 (t)<0 n

из интегральной формулы(16) для х„(®) немедленно вытекает аналогичное утвер-

ждениеоб отсутствии особых точекна[0, оо).
Пусть опять а — особая точка функции2,(1). Предположим теперь, что снова

20) > 0, но при переходе через некоторую точку с [0, а) функция 2,(1) меняет

знак (2„(г) = 0). Так как 2,(7) убывающая функция, то для достаточно малого числа

АЕ0 2%с - АА > бис + Ad <0.

Рассмотрим интеграл

[дат = |2(рат + lim, |2,(гат+ lim, |2, (рат =
0 0 с w

=Z(c)—Z(0)+ limZ(w)- Z(c)+Z(t)— limZ(w) = (18)

= Z(t)- Z(0)+ lim, Z(w)— limZ(w),

где Ду») — первообразная функция для 2.(\*) и {— любая точка из интервала [0, a) U

(4,20).
В формуле(18) возможнычетыре ситуации:

1) йти, Z(w) = d, = —, Jim, Z(w) =d, #-©, Z(wo)=d, # +00;

2) Jim. Z(w)=d, # 0,lim| Z(w)=d, #-0, Z(w) = —0;

3) діти, Z(w)= ~kim| Z(w) = -00, „Вт, Z(w) - Jim Z(w) =—00

(в силу того, что Jim, Z(w) <0, Jim, Z(w)>0)u

4 Jin, 200) = Jim, 200) =, im,2¢0)~ im, 209) = 0
(Здесь 4, ‚ 4 ‚ з -— некоторые вещественные константы.)

Напомним, что а — единственная особая точка. Тогда в случае 1) все сводит-

ся к ситуации, описанной выше для 2,(г) 2 0 и Пта(Г) = 4 <Ихь,а в случаях 2) и
{00

3) из формул (15) и (16) следует, что limx,, (t) = 0. Ho так как Vt € [0, a) x,(t) > 0,

то должно бытьао.
В случае 4) имеем:

lim x,(f) = no =0
{-—>а-0 , !

1-Х im,few +с„ AT

 

и так как У [0, а) х„(1) > 0, то снова получаем а = оо. Нов [6,10] показано, что лю-

бое решение полной системыбез особых точек при / -» ® стремится к нулю. Сле-

43



довательно, случай2,(1) > 0 vt  [0, ©) и шах,(г) = соп51 = 0- невозможен. Таким
. {о

образом и в этом случае, и в остальных ситуациях (2„(1) < 0 и 2,(й) меняет знак с '-'

на '+') получаем утверждение об отсутствии особых точекна [0, 0) wu limx, (f) = 0.
бос

Исследование поведения функции х,(/) при хо > 0 приводит к тому жере-

зультату: йтх, (t) = 0. (Важно отметить, что из приведенного доказательства вы-

текает, что в условиях теоремы переменные 2}, .... 2..! непрерывно зависят от { на

интервале [0, ©). Кроме того, так как функции С/(2ь...,2.1),.... С„.Каь ...2и-) И
С(2ь....2,л) являются полиномамиот2,,...,2,.1, ТО Они также непрерывныпо{ на [0,

со)
Наконец, представим последнее уравнение системы(11) (с учетом (15)) в

интегральной форме

x, (t) = X49 + [еб +с„)х?ат.
0

Тогда из предельного соотношения Ших, (!) =0 следует, что несобствен-
1—0

ныйинтеграл

[2@)+с„)ха (дат
0 .

сходится. Но это возможнотолько в случае, если lim(z() +6и)х-(Г) = 0. Послед-

нее соотношение эквивалентно предельному равенству |
lim(¢,,% (ухФНСOx, (D)= 0. (19)

Рассмотрим уравнение

Z(1) = (2 (1),..., 2, ))х, (1),
которое можно заменить интегральным соотношением

t

2(t)x2(t) = zyx2(t) +ООtalWant) =

Аи

где Йи-1(х,...,Х„)-— введенная выше квадратичная форма.
Перейдем к пределу в обоих частях последнего равенства. Тогда с учетом

(19) и того, что limx, (1) =0 получим

lim 2(¢)x2 (0) = lim x2(1)ренше =0. 00)

Здесь возможньдве ситуации:

ра (хі (г),...зХ, (г) dt1) lim
x, (7)i—>00

‘ 0

= CONST # 00;
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2) limа(x,es» Хи (г)

15 б

В первой ситуации из сходимости несобственного интеграла следует, что

lim hy (x, (t), «су x, (гу) = 0

1-0 X, (9

и, так как тах, (7) є 0, то шиай,| (х, (1),...,х, (1) =0. Тогда из последнего соот-
[oo [>

dt = 00,

ношения вытекает очевидное равенство
іх,(дваС(0,(Г)) = 0. (21)

(Заметим, что если для системы(5) существует нетривиальный конус асимптоти-

ческой устойчивости ® ижЕ ®,то первая ситуация невозможна. Действительно,
согласно(10)

t h ГЕ. з Со Ст), х, (т)) . a,tt+alim [ ni ( i( gree „( ас «іт |У lk 2k
т = +00,

х, (г) побат (Буб РоДСС){0

где а1ь аль ль Бь Ссль Су Е В", причем В; > 0, В, > 0, с, > 0 C2; > 0; i= 1,...,4. Tem He

менее Пт И„_1(х1(#),....хи(Е))=0.)
fo,

Во второй ситуации равенство (20) может быть переписано:

al(J х, (т) aMa, o|-(2)-0 _

‚ Применяя правилоЛопиталя к последнему пределу, получим

(омкн)
іно х, () Й М

2Ни(Oh,Са(9%(г) ng.
ton - 2X,

_ (22)

Но так как limх,(Р)=0,тоиз (22) мыопять получаем (21).
оо

В силу того, что формай,(х) - отрицательно определена, предел (21) мож-

но записать в виде

щі(Зав) ноSoa(On| |- 0

isl

где а; — некоторые вещественныечисла.
Отсюда следует, что

inl5ах,ау -0,tilах,о) =0
foe ізі гаю i=l

или, матричной форме—
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dy, ve dy (x Ox,0 х(бух, (1)

lim РН: |8р Ро [80 (9)
AnyЧт) \х„(@х,(@) x, (t)x, (6)

Опять же, в силу отрицательной определенности формый,„.1(х), строки мат-
рицыР с элементами 4, должныбыть линейно независимыми. Тогда 4е! О =0и из
(23) немедленно следует,что

limx,(x,() =0, i=1,...,7.
гас

Замечание. Подчеркнем,что, вообще говоря,шах, (Г) є 0, і є 1,...,п.
1—0

Необходимость. Без потери общности можно считать, что система(5) при-

ведена к виду (11). Пусть теперь Штх,(Г) = 0, функциях, (1) не имеет особых то-
{5

чекна[0, со) и lim x, ()x, (OD є 0,і =1,...,7.

Предположим для определенности,что х,„ (0) > 0. Тогда, согласно Лемме 2

УЕЕ [0, <) х,(1) > 0. Следовательно, для достаточно болыших # > 0 функциях, (0)
убывает и для нее должно выполняться условие: х, (1) <0. Если теперь обратиться

к последнему уравнению системы(11) и формуле(16) ‚, то из этих соотношений и

условия х„(1) < 0 для достаточно болыших {> ( вытекает, что 2, (1) < 0. Крометого,

из условия limх, (Г) =0 и отсутствия особых точек у функциих,(1) следует, что

такие точки отсутствуют и у функций2, (1) и 2(0), потому возможныдва случая:1) а

и2) №2, (6) =4, <0(+ -)

Предположим, что имеет место случай 2). Тогда, воспользовавшись прави-

лом Лопиталя, получим:

lim z,(¢)= На 29 = рт
too t0X_(t) to x2 (2)

хх)(Оз
0

В этой ситуации условие limx, (Г) =0 и система (11) приводят к системе(12). Но

так как
lim z,(£)=2cy, lim 21(0+...+ 26, р т 2,1(+ сии =
іо [0 боро

* *
=2с21 +...+ 26-1 п2и-1 + Cnn Зр Є,

, *

то система (12) имеет хотя бы одно вещественное решение(21,..., Zyl ).

Далее, так как йтх, (1) =0,х„ (0 > 0иад, < 0, то из формулы(16) следует,
іо .

t

lim хиб (=) +Сии dt =—0.
t—> 2 0

Отсюда вытекает, что для достаточно больших / функцияХуд (2(Ї) + с) должна быть

убывающей и отрицательной. Поэтому обязательно выполняется условие:

Xn02(t) = Xp9G(Z] 500-9 Zpt yen (t) <0. Ho Tak kak X,9x,(f) > 0, ro функция С(гі,...з 2n-1)

должна быть отрицательной и, следовательно, У(21,..., Zn-1) G(Z1,...5 Zn1) # 0. Bro

противоречит сделанному выше выводу о существовании вещественного решения

46



системы(12) и исключает возможность случая 2). Следовательно, имеет место слу-

чай 1) и, как показано выше, \(2,..., 2,1) должно выполняться условие

аа)« 0, которое в терминах форм зквивалентно отрицательной опреде-

ленности формыЙ,.1(х). Это завершает доказательство необходимости условий, а
также и всей теоремы2.

Из теорем 1 и 2 можно получить следующий результат.

Теорема 3. Пусть:

1) правая часть последнего уравнения системы(5) имеет вид (15);

2} число вещественныхрешений системы(12) 1= 0;

3} для некоторого с» > 0; } е {1,...[}, тривиальное решение системы(14) асим-

птотическиустойчиво.

Тогда для системы (5) существует нетривиальный конус асимптотической ус-

тойчивости.

Треугольная форма однородных квадратичных систем. Заметим, что лю-

бую квадратичную форму в системе (5) можно однозначно представить в виде

суммы

хВих (Дно кА) ООXs
где

Имб... №) = (а. „5Ь0,...„О)Вылби,...хьб,....0)
и

0захо=XВних- Инь... Х)
— квадратичные формы от Г и п переменных соответственно, причем форма
ОбомХа) Я хГВх, а форма Иц(х/)= 0;1=1,...,п-1.

Введем в систему (5) векторную переменную (1) = (у(®,..., Ук) по фор-

муле х(г) є 5 У(І) где 5 є В”" - невырожденная матрица.
Предположим, что найдется такая невырожденная матрица бе В”", что в

переменныху/(0,..., У„() система(5) примет форму -

nO) Па0,У»(0)

- МУ) є: І
у, (1) С(0,5У, (2)

(При этом вектор начальных условий запишется в виде у(0) = (у,...,У = §!

x(0))

(24)

Определение5. Форма(24) системы(5) называется треугольной.
Приведем два примера треугольных систем. Для и = 2 -—

. 2 2
Vp = AY, + 2AyVV. + AnY7s

у. = 25›У1У, + byV3,

и дляй = 3 —

| у заду; Ж дару» +4»+2аз1, +2азу,уз ча,

у, = 25,1, + by; + 2b,ViV3 + WyIVs + byV3

у, = сз+263У›У: +6333.
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Обозначим через У; линейное подпространство в В" размерности і, образо-
ванное всеми векторамивидау,= (у,..., Уь0,..., 0)"; 151. |

Построим цепочку включений 0 = Уо С У С У, 0... С Упі С Уа г В". Легко

проверяется, что \\(у) = У, {=1,...п. Таким образом, любое из подпространств У}

инвариантно относительно оператора МУ: В" -5 В". й

Обозначим через УУ; єУ ограничение оператора УУ на подпространство
ї і " .

У; и построим системыуравнений

пал),Ук (1),0,...,0)

1)Му)в і з 1,...,п. (25)

ПолУпИ)0,0)
(Очевидно,что если {= и, то система(25) совпадает с системой (24).)

Представим правую часть последнего уравнения системы(24) в виде функ-

ции и;(уу = у; (мь Уд. (Здесь символом(му, уу обозначено скалярное произведение

векторов \;= (с1ь..., Сі) Е В иу,); {= 2,...,п.)
Далее, построим вектор-функцию

Оу;(Фубуг„ФИ=ТУ=УУи:opi
. Я У

каждая координата которой является квадратичной формой; i = 2,...,п. (Заметим,

что Ожуз = 0.)
Введем квадратичные формы

ify) = (W22, ОДУ»)... ’ Йн-л (Уи) = (Wan з Ом(Упі).

(Если положитьу/= х,то Й„-1 (у) = Й,1(Х)).

Если система(5) приведенак виду (24), то У; - (а,0,..., 0) є В". На пространстве У,

введем открытое множество точек Г’, определенное условием:ата > 0. (Дополнени-
ем этого множества до У; будет луч Г, выходящийиз начала координат)

Теорема4. Пустьп >1. Предположим, что полная система (5) приведенак
треугольному виду `(24). Тогда для глобальной асимптотической устойчивости
тривиального решения системы(24) (а, значит, и системы (5)) на множестве В" -

Г (это конус) необходимо и достаточно, чтобы квадратичные формы йи(у),... ,
Й,1бу,) были отрицательно определены.

Доказательство. Сразу отметим,что если У(0) є 0, то Мт є (0,со) у() є 0. Да-

лее, при п = 1 всегда имеет место включение у(0)е У;. Отметим также, что для слу-

 

чая и = 1 система(24) имеет вид 71(1)=ану? (1) с начальным значением у1о. Эта

система имеет решение у1(#) = у/ (1 - аи Уюй, которое неустойчиво по Ляпунову.
(Оно устойчиво только условно: при ап У< 0) Поэтому ниже всегда будем счи-
тать, что и > 1.

Из Теоремы2 следует, что любое решение у(й) 7 у,(І) системьт (24) при І -» со

переходит из многообразия В" є У; на инвариантное подмнообразие У, меньшей

размерности. (Последняя координата вектораУ(7) стремится к нулю) Зто даєт воз-

можность перенести всё предыдущее доказательство устойчивости тривиального
решения системы(24) для { = п на систему(25) для = п- 1 и так далее.

В итоге приходим к тому,что для і 2 2 и при / -» со система(11) примет вид
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G(о }- 1(21(у 06

ух) 2
(261221 (1) + Б22)у5 (І)

где 21 = у! / у».

1) Пусть ую> 0. Тогда из первого уравнения треугольной однородной квадратичной
системыследует, что для Пт у (#)=0 должно выполняться а11 < 0.

із

2) Пусть теперь у» 5 0 Тогда 21 < 0 To npegnonoxennto 2b)2G)(z) = Gi(zp < 0. To-

гда в (26) функция С\1(2\) знакоопределена(С(2) < 0 или С1 (2> 0).

Будем считать, что С1(2\) > 0 (в противном случае в системе (26) необходи-

мо сделать замену у2(Й —> Ку2(1), где КЕ В). Следовательно, Сл(2у имеет единствен-

ную экстремальную точку г’, в которой2, ({*) = 0. Но у»(г)) + и потому С1(()) =
0, что противоречит знакоопределенности С(у. Таким образом,если2< 0, то
существует точка "в которой z(t’) з 0. Следовательно, при і» "ації)>бимы

приходим к ситуации пункта1). В итоге все сведется к случаю одномерной подсис-

темы, которая неустойчива по Ляпунову (условно устойчива). Последняя ситуация

исключается условием у(0)е Г,что и завершает доказательство достаточности Тео-

ремы4.
Доказательство необходимости по сути повторяет доказательство необхо-

димости Теоремы2, проведенноеп - 1 раз (сначала дляп = 2, затем для п = Зит.д.)
Для использования теоремы4 в прикладных задачах (например, в теории

билинейньх систем управления [6;7;10;11]) желательно иметькакое-либо простое

условие глобальной асимптотической устойчивости системы(5), не связанное с
преобразованием координат. Такое условиедаетследующее следствие Теоремы4. .

Следствие1.Для глобальной асимптотической устойчивости тривиально-
го решения полной системы (5) необходимо, чтобы система алгебраических урав
нений(12) имела единственное нетривиальное вещественноерешение. ``

Доказательство. Если положить21 = уУ,,..., 24 = Vai/Va, TO системаа (1)

переходит в систему

"ро УГУ У М УГВ,лу
 

Vn УТВ,у | Уп УГВ,У

зквивалентную системе (12). Выше было отмечено, что для полной системы(5)
система(7) имеет хотя бы одно нетривиальное вещественное решение. Далее, от-

сутствие вещественных корней у системы(12) гарантирует существование знако-
определенной формы#,.1(у») и означает наличие единственного нетривиального
вещественного решения системы(7).

»

Необходимые и достаточные условия глобальной асимптотической ус-
тойчивости для треугольных систем 2-го и 3-го порядков. Ниже будем считать,

что полная система (5) приведена к треугольному виду. (Для п 2 2 и п є 3 зтот вид

указан в доказательстве теоремы2) Тогдадля п = 2 получаем

hy (15.72) = 2819 (aq -2812)? - 252 (2а12 - 622)уз +2247273
и в этом случае Теорема4 дает (Б1› = 0):

із (ап -2 фі) «0, (27)
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ay, - 252 412 - 22 /2 2
заці 7 2512)422 - (417 7 022 2)» 0. (28)

а12 - 22 2 ar
Для п = 3 получаем:

вр (1, Уз, Уз) = 2(апсз —2с8)? + 2(азослз + Воосоз — 2с23)уё +

+ 4(а11с1з + 612623 — 213623 )1У2 + 2(2а1зс1з + 23с23 — с13С3з3Уз +

+ 2(2а23с13 + 623623 — с23с33)у2Уз + 2(а33с13 + 833с23)У3.
Тогда Теорема 4 кроме двух условий(27), (28) дает еще три условия:

(ап -2 цу сз <0, (29)

(ат; — 2c13 13 (а12 - 2с23)с13 + 812623
> 0, (30)

(а12 — 2623 )с13 +612623 922613 + (622 -— 2623 )с23

C33
(a1 — 2¢43)e43 (а12 — 2623 )с13 +612623 (@з ->13 +213С23

C33
(а12 — 2623 )с13 +В12623 @2261з + (622 —2с23)с23 а2зс1з + (623 ->)e93| > 9,

C33 C33
(413 - 7513 з бізсіз 423013 5 (Роз - 7523 423с13 + 633623

(31)
И, наконец, У де В вектор начальных условий не должен иметьвид: для и

=2 y(0) # (a, 0), где аац ? 0 или для п 2 3 У(0) #(a, 0, 0), rae aa), > 0.

Для и = 3 рассмотрим численный пример:

WD)=-37+ 293 (N+ YF (D+ 2iy3() + 223(Os
721) =472 4) у3 (1) - ЗУO20 + 41O3O+4203, (32)
¥3(1)=A(D3) + 27230уЗ (1).

Здесь

В(Уз) =-40ур +3271 уз -16у2

й2 (1,2, Уз) =-471 - 495 - 23 ж 4удуз - Зуауз:
Проверка условий(27), (28) для формы#271, уз) и условий (29) (30) для

формы й20л, у», уз) показывает, что обе эти формы отрицательно определеныи,
следовательно, тривиальное решение системы(31) глобально асимптотически ус-
тойчивона конусе В”- (а,0,...,0)’, где а < 0.

Ограниченные решения неоднородных систем. Результаты, полученные
выше, частично могут быть перенесеныи на системы(4).

Предположим, что матрица А в системе (4) имеет диагональный вид: А =

diag(ay,...; бу.
Введемв систему (4) новую переменную у" формулой

Т

моб[ны (33)
х1 xn

Тогда после несложных преобразований получим
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І тари ВО /м».У Wy)

Wr —пу Ви (Мк / МоноУк / Ук )

где В (т; / тру. УР; /w,)= ww!Bw, іс 1,...п.

С помощью метода Лагранжа вариации произвольных постоянных найдем
решение системы(34). Оно будет иметь вид

t

exp(—a; (¢ — £))B, (wy /w,..., 4 /w,, dt
wi(t)) (exp(—a14)19 J P(—ar (t

~

7)) By (wy

/

мл 1/ Wr)

t
мн (0) Кехр(-аці)мо [ехр(-а(1 — Р))Ви (ии Г».../ии)?|

0

Если с помощью (32) снова вернуться к переменным X},..., X,, TO 43 послед-

ней системы можно получить решения х1(р,..., х„(Р) в форме

 x(б= *10 ехр(аці) ,

1+ мо [ехр(лт)В! (ж(г) / ж(т),..., хи (г) Их (е))ат
0
пн (35)

x,(= х1о ехр(ол1) 

1+ xno explant)By (x4 (7) / хи(2),....хи(т)/ хи (тат
0

(Если для некоторого е {1,..., п} и некоторого 5 є |0, со) Пт ху (1) =0, то в фор-
t—»b -

мулах (35) мы полагаем lim x4 (t)=x,(b)=0).
>

Теорема 5. Предположим, что с помощью подходящей невырожденной за-
мены переменных х (1) = 5У() полная система (5) может быть приведена к тре-

угольному виду (24). Пусть для системы (24} выполнены условия теоремы4..Тогда
если У, не является собственным вектором матрицы5745, то при любых началь-

ных данныхрешения х(1) неоднородной системы(4) ограниченына[0, ®).
Доказательство. Пусть { = а> 0 — особая точка (полюс) какого-либо реше-

Hua x(t) системы(4). Тогда в силу полнотывсе остальные решения х{2), j 4 i, 7 = 1,
...» 2, также имеют особую точку { = [10]. Известно [10], что при { -> а решение

системы(4) принимает Buy x(f) ~ M,/ (t - a), rae M; = const; i = 1, ..., n. Torga под-

становка этих эквивалентностей в систему (4) при { —> а приводит к системе алге-

браических уравнений(7) относительно векторау = (М,...., МУТ. Согласно следст-

‚вию 1 теоремы4 эта система имеет только тривиальное решение(и, значит, система
(12) не имеет решений). Последнее возможно лишь в случае а = со, то есть при от-
сутствии особойточки у решенийх1(2,..., х„(1.

° Будем теперь считать, что матрица А в системе (4) с помощью подходящей

линейной замены переменных приведенак диагональному виду.
Исходя из формул (35) рассмотрим предел
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X49 exp(a@;t)
t з

1+ xi [exp(ajt)Bj (xy (4) / ху; (Р), зо Ха (Р)! ху (г)дт
0

 lim x;()= lim
1—5 1—0

ісі,..., п.

Так как Уї є {1,..., n} решения х(І) не имеют полюсовна[0, оо), то
t

VE € [0, 0) 14x;9 fexp(ajt)B; (x4 (t)/ x;(7),....%n(t)/ x (t))dt #0
; 0

и потому возможнытри случая.

1.>0и Нт х; (0) = (©/о). Тогда использование правила Лопиталя и формул (10)
0

дает

. . Qa;
lim x;(¢) = lim 1 =r, # +00,
роко (ко

|

хі)

|

ху(Ф) хи9 іУ

 

 

t
2.4,<0, lim (1+ x; fexp(a;z)B; (хі (г) / ху (т)... Хн(2)/ х(тат) є б,,

1-0 0 .

и Шт х; (0) =(0/0). Использование правила. Лопиталя и формул (10) дает тот же
рос

результат, что и в ситуации1.

t
3.a;<0n lim(1+ x, fexp(a;7)B; (x (т)/х;(т),...,хи(т)/х;(г))ат) = соп&= 0.

1—0
0

В этом случаеясно, что jim хі) 20.
-зюо

Таким образом,во всех трех случаях вектор В = (#,..., h,)'’ = Пт х(1) явля-
1—0

ется решением системы
ай + В"В В=0,..., бай, + В” В, В=0.

и потому ||х(0) || <.
Кроме того, по условию теоремы УКЕВ5Аб У. #КУ,. Следовательно,век-

тор решенийх(1) системы(4) для любого{ е [0, со) не попадает на одномерное мно-

гообразие 5; и потому снова 1 x(t) | < o, Последнее замечание и завершает дока-

зательство Теоремы5.

В качестве примера рассмотрим систему

чи —20x? + 74x)x5 —66x2
= MET IMD Н 06)
хо)

Здесь система(5) имеєт вид

|" (t) =-20x? +74хо — 66д2,

з) єЛі+ 40x,x9 -35x3.
Для последней системы выполнены все условия Теоремы4. Тогда, согласно

Теореме 5, решения системы(36) ограничены для любой матрицы А Е В?такой,

—11х2 +401хо -35х2
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uto Al ¢ I, rye 1 = (21, 25)"= (2,1)7 - нетривиальный вектор точных решений системы
алгебраических уравнений

21 =-202? +74212) —6622,

22 =-1 lz? + 402122 - 3522.

Выводы. Таким образом, мы рассмотрели основные случаи систем квадра-

тичных уравнений и получили достаточно общие результаты относительно гло-
бальной асимптотической устойчивости систем и ограниченности их решений. За

рамками настоящего исследования остался вопрос о характеристиках конусов, в
которых справедливы приведенные результаты; это станет предметом дальнейших
исследований.

Кроме теоретического аспекта, приведенные результаты интересныи с прак-

тической стороны, в частности, они существенно дополняют результаты полной
топологической классификации моделей конкуренции [4]. Сформулированные те-

оремы позволяют оценить корректность экологических моделей и предсказать не-

которые их динамические характеристики.
При этом важно подчеркнуть, что речь идет об оценке некоторых глобальных

свойств, а не о локальном анализе окрестностей положений равновесия, которым в
подавляющем числе случаев ограничивается качественный анализ экологических

моделей.
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