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The Potapov’s characteristic of functions of class Hω
p is estimated from above in Lp

space.
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SPLITTING, POTAPOV’S CHARACTERISTIC

1. Позначення та деякi данi, використанi в роботi.

Будемо позначати:
Lp[a; b], 1 ≤ p ≤ ∞ - простiр сумовних в p-тiй степенi функцiй, з нормою:

‖f(·)‖p =

[ˆ b

a

|f(t)|pdt
]1/p

, p <∞

Lp = Lp[−1; 1].
Модуль неперервностi в Lp[a; b]:

ω(f, h)p = supδ≤h

{ˆ b−δ

a

|f(t+ δ)− f(t)|pdt
} 1

p

зокрема,

ωp(f, h)p = supδ≤h

{ˆ b−δ

a

|f(t+ δ)− f(t)|pdt
}

Для будь-якого [c; d] ∈ [a; b] позначимо ω(f, [c; d];h)p =

supδ≤h

{´ d−δ
c
|f(t+ δ)− f(t)|pdt

} 1
p . Ясно, що:
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ω(f, [c; d];h)p ≤ ω(f, h)p.

Вiдома нерiвнiсть Гельдера:∣∣∣∣ˆ b

a

u(t)v(t)dt

∣∣∣∣ ≤ {ˆ b

a

|u(t)|pdt
} 1

p
{ˆ b

a

|v(t)|qdt
} 1

q

де u(t) ∈ Lp[a; b], v(t) ∈ Lq[a; b], 1
p

+ 1
q

= 1; звiдси, при v(t) = 1:∣∣∣∣ˆ b

a

u(t)dt

∣∣∣∣ ≤ {ˆ b

a

|u(t)|pdt
} 1

p

(b− a)
1
q =

{ˆ b

a

|u(t)|pdt
} 1

p

(b− a)
p−1
p

∣∣∣∣ˆ b

a

u(t)dt

∣∣∣∣p ≤ ˆ b

a

|u(t)|pdt(b− a)
p
q =

ˆ b

a

|u(t)|pdt(b− a)p−1

Hω
p - простiр функцiй, таких, що ω(f, h) ≤ ω(h) де ω(h) - деякий модуль

неперервностi - неперервна, монотоно зростаюча, напiвадитивна функцiя. Останнє
означає, що:

ω(h+ δ) ≤ ω(h) + ω(δ)

Через Ω(f, h)p позначимо sup0<|u|≤h∆(f, h)p, де

∆(f, h)p =

{ˆ b

a

∣∣∣∣f(x
√

1− u2 − u
√

1− x2)− f(x)

ω(f,
√

1− x2|u|+ u2)

∣∣∣∣p dt
} 1

p

Характеристика Ω(f, h)p введена у роботах Потапова. Ω(f, h)p iснує, якщо iснує´ 1

−1
|f(x)|p√

1−x2dx.
В статтi (1) показано: для ∀f ∈ Hω

p такої, що iснує
´ 1

−1
|f(x)|√
1−x2dx, i виконуються

умови ˆ −1+ 1
n2

−1

|f(x)|√
1− x2

dx ≤ Cnω(f ;
1

n2
)

ˆ 1

1− 1
n2

|f(x)|√
1− x2

dx ≤ Cnω(f ;
1

n2
)

має мiсце: ˆ 1

−1

∣∣∣∣f(x
√

1− h2 − h
√

1− x2)− f(x)

ω(f,
√

1− x2|h|+ h2)

∣∣∣∣ dt ≤ C lnn

де h = sin v ≤ 1
2n
.

Результатом даної роботи є поширення оцiнки на випадок p > 1. Має мiсце:
ˆ b

a

∣∣∣∣f(x
√

1− h2 − h
√

1− x2)− f(x)

ω(f,
√

1− x2|h|+ h2)

∣∣∣∣p dt ≤ C lnn
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де h = sin v ≤ 1
2n

i f ∈ Hω
p така, що iснує

´ 1

−1
|f(x)|p√

1−x2dx, i виконуються умови

ˆ −1+ 1
n2

−1

|f(x)|p√
1− x2

dx ≤ Cnωp(f ;
1

n2
)p (1)

ˆ 1

1− 1
n2

|f(x)|p√
1− x2

dx ≤ Cnωp(f ;
1

n2
)p (2)

Далi скрiзь пiд ω(f, h) розумiємо ω(f, h)p для простоти позначення.
Нехай n = 2k0 , де k0 - натуральне число. Розiбємо вiдрiзок [−1; 1] наступним

чином:
ak = 1− 1

22k
, k = 0..k0 − 1, ak0 = 1;

a−k = −ak, k = 0..k0

Тодi:

ak − ak−1 =
1

22k−2
− 1

22k
=

3

22k

1

2k
<
√

1− a2
k <

1

2k−1
.

Кожну з множин Ek = [−ak+1;−ak] [ak; ak+1], k = 0..k0 − 1 розiбємо на вiдрiзки
довжиною 1

n2k
, точки цього розбиття разом з ak позначимо xi:

−1 = x0 < x1 < x2 < · · · < xN−1 < xN = 1

i нехай ∆xi = xi+1 − xi, i = 0..N − 1.
Для довiльної функцiї f ∈ Hω

p позначимо Li = 1
∆xi

´ xi+1

xi
f(t)dt - середнє

значення f на [xi;xi+1]. Будемо розглядати ступiнчату функцiю Fn(f, x) = Li, x ∈
[xi;xi+1).

2. Доведення теорем

Лема 1. [2, теорема 2] Має мiсце нерiвнiсть:

∑
i:xi∈(ak;ak+1)

|Li+1 − Li|p ≤ n2kωp
(
f ;

1

2k

)

Доведення.∑
i:xi∈(ak;ak+1)

|Li+1 − Li|p =
∑

i:xi∈(ak;ak+1)

∣∣∣∣ 1

∆xi+1

ˆ xi+2

xi+1

f(t)dt− 1

∆xi

ˆ xi+1

xi

f(t)dt

∣∣∣∣p

З огляду на те, що ∀i : xi ∈ (ak; ak+1)∆xi = 1
n2k

вказана сума дорiвнює
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(n2k)p
∑

i:xi∈(ak;ak+1)

∣∣∣∣ˆ xi+1

xi

f

(
t+

1

n2k

)
− f(t)dt

∣∣∣∣p ≤
≤ (n2k)p

∑
i:xi∈(ak;ak+1)

ˆ xi+1

xi

∣∣∣∣f (t+
1

n2k

)
− f(t)

∣∣∣∣p dt( 1

n2k

)p−1

≤ n2kωp
(
f,

1

n2k

)

Лема 2. [2, теорема 1] Нехай деякий вiдрiзок [a; b] розбито на рiвнi частини
довжини δ i ∀x ∈ [xj−1;xj)Fm(f, x) = Lj, де j = 1..m, x0 = a, xm = b. Тодi

ˆ b

a

|f(x)− Fm(f, x)|pdx ≤ Cωp(f, [a; b], δ)

Теорема 1. Має мiсце:

ˆ 1

−1

∣∣∣∣∣∣ f(x)− Fn(f, n)

ω
(
f ;
√

1−x2

n
+ 1

n2

)
∣∣∣∣∣∣
p

dx ≤ C lnn (3)

Доведення. Розглянемо

ˆ 1

−1

∣∣∣∣∣∣ f(x)− Fn(f, n)

ω
(
f ;
√

1−x2

n
+ 1

n2

)
∣∣∣∣∣∣
p

dx =

k0−1∑
k=0

ˆ ak+1

ak

∣∣∣∣∣∣ f(x)− Fn(f, n)

ω
(
f ;
√

1−x2

n
+ 1

n2

)
∣∣∣∣∣∣
p

dx+

+

k0−1∑
k=0

ˆ −ak
−ak+1

∣∣∣∣∣∣ f(x)− Fn(f, n)

ω
(
f ;
√

1−x2

n
+ 1

n2

)
∣∣∣∣∣∣
p

dx

Далi, ∀x ∈ Ek:

√
1− x2

n
+

1

n2
≥

√
1− a2

k+1

n
+

1

n2
≥ 1

2kn

тому ωp
(
f ;
√

1−x2

n
+ 1

n2

)
≥ ωp

(
f ; 1

n2k+1

)
, так як ω(f ; t), tp - неспаднi функцiї при

t > 0.
Застосуємо лему 2 до кожного [ak; ak+1]:

ˆ ak+1

ak

∣∣∣∣∣∣ f(x)− Fn(f, n)

ω
(
f ;
√

1−x2

n
+ 1

n2

)
∣∣∣∣∣∣
p

dx ≤
´ ak+1

ak
|f(x)− Fn(f, n)|pdx
ωp
(
f ; 1

n2k+1

) ≤
Ckω

p
(
f ; 1

n2k+1

)
ωp
(
f ; 1

n2k+1

) = Ck

Аналогiчно для [ak+1; ak]. Просумувавши по k, отримаємо:
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k0−1∑
k=0

Ck +

k0−1∑
k=0

Ck ≤ Ck0 < C lnn

Теорема доведена.

Лема 3. Якщо v ∈
[
0; π

2

]
i u ∈ [0; π − 2v], то має мiсце нерiвнiсть:

2 sin (u+ v) ≥ sinu

Доведення. Якщо u ∈
[
0; π

2
− v
]
то

sinu ≤ sin (u+ v) < 2 sin (u+ v)

так як sin (u+ v) монотонно зростає на цьому промiжку, i u ≤ u+v. Далi, якщо
u ∈

[
π
2
− v; π − 2v

]
, то 2 sin (u+ v)− sinu - монотонно спадаюча функцiя, i, так як

в точцi u = π − 2v

2 sin (u+ v)− sinu|u=π−2v = 2 sin v − sin 2v ≥ 0

дана нерiвнiсть виконується, то вона має мiсце i на всьому промiжку.

Лема 4. Якщо sin v ∈
[
0; 1

n

]
, то має мiсце:

ˆ π−2v

0

∣∣∣∣∣f(cos (u+ v))− Fn(f ; cos (u+ v))

ω
(
f ; sinu

n
+ 1

n2

) ∣∣∣∣∣
p

| sinu|du ≤ C lnn (4)

Доведення. З нерiвностi (3), замiнюючи x = cosu:

C lnn ≥
ˆ π

0

∣∣∣∣∣f(cosu)− Fn(f ; cosu)

ω
(
f ; sinu

n
+ 1

n2

) ∣∣∣∣∣
p

| sinu|du =
1

2

ˆ π

−π

∣∣∣∣∣f(cosu)− Fn(f ; cosu)

ω
(
f ; sinu

n
+ 1

n2

) ∣∣∣∣∣
p

| sinu|du =

=
1

2

ˆ π−v

−π−v

∣∣∣∣∣∣f(cos (u+ v))− Fn(f ; cos (u+ v))

ω
(
f ; sin (u+v)

n
+ 1

n2

)
∣∣∣∣∣∣
p

| sin (u+ v)|du ≥

≥
ˆ π−2v

0

∣∣∣∣∣∣f(cos (u+ v))− Fn(f ; cos (u+ v))

ω
(
f ; sin (u+v)

n
+ 1

n2

)
∣∣∣∣∣∣
p

| sin (u+ v)|du (5)

Iз леми 3: sinu ≤ sin (u+ v), u ∈
(
0; π

2
− v
)

; sinu ≤ 2 sin (u+ v), u ∈
(
π
2
− v; π − 2v

)
i, в будь-якому випадку,

2| sin (u+ v)| ≥ | sinu| (6)
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Якщо u ∈
(
π
2
− v; π − 2v

)
, то sin (u+ v) < sinu i тому

1

ωp
(
f ; sinu

n
+ 1

n2

) ≤ 1

ωp
(
f ; sin (u+v)

n
+ 1

n2

) < 2p

ωp
(
f ; sin (u+v)

n
+ 1

n2

) (7)

Далi, так як sin v < 1
n
то sin (u+ v) + 1

n
< 2

(
sinu+ 1

n

)
, якщо u ∈

(
0; π

2
− v

2

)
. Тому:

1

ωp
(
f ; sinu

n
+ 1

n2

) =
1

ωp
(
f ; sin (u+v)

n
+ 1

n2

) ∗ ωp
(
f ; sin (u+v)

n
+ 1

n2

)
ωp
(
f ; sinu

n
+ 1

n2

) ≤

1

ωp
(
f ; sin (u+v)

n
+ 1

n2

) ∗ ωp (f ; 2
(

sinu
n

+ 1
n2

))
ωp
(
f ; sinu

n
+ 1

n2

) ≤ 2p

ωp
(
f ; sin (u+v)

n
+ 1

n2

)
тобто нерiвнiсть (7) має мiсце i в цьому випадку. З нерiвностей (5–7) маємо:

ˆ π−2v

0

∣∣∣∣∣f(cos (u+ v))− Fn(f ; coc(u+ v))

ω
(
f ; sinu

n
+ 1

n2

) ∣∣∣∣∣
p

| sinu|du ≤

≤ 2p+1

ˆ π−2v

0

∣∣∣∣∣∣f(cos (u+ v))− Fn(f ; coc(u+ v))

ω
(
f ; sin (u+v)

n
+ 1

n2

)
∣∣∣∣∣∣
p

| sin (u+ v)|du ≤ C1 lnn

Лема доведена.

Лема 5. Якщо sin v ∈
(
0; 1

n

]
, то:

ˆ π

π−2v

|f(cos (u+ v))− Fn(f, cos (u+ v))|pdu ≤ 2

ˆ 1

−1

|f(x)|p√
1− x2

dx

Доведення.
ˆ π

π−2v

|f(cos (u+ v))− Fn(f, cos (u+ v))|pdu =

ˆ π+v

π−v
|f(cos t)− Fn(f, cos t)|pdt =

= 2

ˆ π

π−v
|f(cos t)− Fn(f, cos t)|pdt = 2

ˆ − cos v

−1

|f(x)− Fn(f, x)|p√
1− x2

dx

Замiнюємо f(x) на f(x) + d, тодi величини ω(f ;x),Ω(f ;x) не змiняться, а
d обираемо так, щоб середнє значення f(x) на [−1;−ak0−1] дорiвнювало 0, тодi
Fn(f ;x) = 0∀x ∈

[
−1;−1 + 1

n2

]
. Крiм того, − cos v < −1 + 1

n2 , коли sin v ∈
(
0; 1

n

)
,

тому ˆ − cos v

−1

|f(x)− Fn(f ;x)|p√
1− x2

dx ≤
ˆ −1+ 1

n2

−1

|f(x)|p√
1− x2

dx

Лема доведена.
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Теорема 2. Якщо h = sin v ∈
(
0; 1

n

]
, то

ˆ 1

−1

∣∣∣∣∣∣f(x
√

1− h2 − h
√

1− x2)− Fn(f ;x
√

1− h2 − h
√

1− x2)

ω
(
f ;
√

1−x2

n
+ 1

n2

)
∣∣∣∣∣∣
p

dx ≤ C lnn

Доведення. Нехай h = sin v ∈
(
0; 1

n

]
. Виконуючи замiну x = cosu, h = sin v,

отримаємо

ˆ 1

−1

∣∣∣∣∣∣f(x
√

1− h2 − h
√

1− x2)− Fn(f ;x
√

1− h2 − h
√

1− x2)

ω
(
f ;
√

1−x2

n
+ 1

n2

)
∣∣∣∣∣∣
p

dx =

=

ˆ π

0

∣∣∣∣∣f(cos (u+ v))− Fn(f ; cos (u+ v))

ω
(
f ; sinu

n
+ 1

n2

) ∣∣∣∣∣
p

| sinu|dx =

=

ˆ π−2v

0

+

ˆ π

π−2v

∣∣∣∣∣f(cos (u+ v))− Fn(f ; cos (u+ v))

ω
(
f ; sinu

n
+ 1

n2

) ∣∣∣∣∣
p

| sinu|dx

Перший доданок оцiнено в лемi 4. Використовуючи умову(1) i лему 5, оцiнимо
другий:

ˆ π

π−2v

∣∣∣∣f(cos (u+ v))− Fn(f ; cos (u+ v))

ω(f ; sinu
n

+ 1
n2 )

∣∣∣∣p | sinu|du ≤ Cv

ωp(f ; 1
n
)
∗

∗
ˆ π

π−2v

|f(cos (u+ v))−Fn(f ; cos (u+ v))|p sinudu ≤ C

nωp(f ; 1
n2 )

ˆ −1+ 1
n2

−1

|f(x)|p√
1− x2

dx ≤ C

тобто загальна сума не перевищує C lnn. Теорема доведена.

Лема 6. Для кожного [−ak+1;−ak] позначимо hk = 1
n2k

. Має мiсце оцiнка:

I =

∣∣∣∣∣n2k
ˆ −ak+1+hk

−ak+1

f(t)dt− n2k+1

ˆ −ak+1

−ak+1−hk+1

f(t)dt

∣∣∣∣∣
p

≤ 2pn2k+1

ˆ −ak+1+hk+1

−ak+1−hk+1

|f(t+hk+1)−f(t)|pdt

Доведення.∣∣∣∣∣n2k
ˆ −ak+1+hk

−ak+1

f(t)dt− n2k+1

ˆ −ak+1

−ak+1−hk+1

f(t)dt

∣∣∣∣∣
p

= (n2k+1)p∗

∗

∣∣∣∣∣12
ˆ −ak+1+hk

−ak+1+hk+1

f(t)dt+
1

2

ˆ −ak+1+hk+1

−ak+1

f(t)dt−
ˆ −ak+1

−ak+1−hk+1

f(t)dt

∣∣∣∣∣
p

= (n2k+1)p∗∣∣∣∣∣12
ˆ −ak+1

−ak+1−hk+1

f(t+ hk+1)− f(t)dt+
1

2

ˆ −ak+1

−ak+1−hk+1

f(t+ hk)± f(t+ hk+1)− f(t)dt

∣∣∣∣∣
p

=
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= (n2k+1)p

∣∣∣∣∣12
ˆ −ak+1

−ak+1−hk+1

f(t+ hk+1)− f(t)dt+
1

2

ˆ −ak+1

−ak+1−hk+1

f(t+ hk+1)− f(t)dt+

+
1

2

ˆ −ak+1+hk+1

−ak+1

f(t+ hk+1)− f(t)dt

∣∣∣∣∣
p

= (n2k+1)p
(

1

2

)p
∗

∗

∣∣∣∣∣
ˆ −ak+1+hk+1

−ak+1−hk+1

f(t+ hk+1)− f(t)dt+
1

2

ˆ −ak+1

−ak+1−hk+1

f(t+ hk+1)− f(t)dt

∣∣∣∣∣
p

≤

≤ (n2k)p

(
2

ˆ −ak+1+hk+1

−ak+1−hk+1

|f(t+ hk+1)− f(t)|dt

)p

≤ (n2k+1)p(hk)
p−1∗

∗
ˆ −ak+1+hk+1

−ak+1−hk+1

|f(t+ hk+1)− f(t)|pdt = 2pn2k+1

ˆ −ak+1+hk+1

−ak+1−hk+1

|f(t+ hk+1)− f(t)|pdt

Лема доведена.

Лема 7. За умов леми 6, має мiсце нервнiсть:

I =

∣∣∣∣∣n2k
ˆ −ak+1+hk

−ak+1

f(t)dt− n2k+1

ˆ −ak+1−hk+1

−ak+1−hk
f(t)dt

∣∣∣∣∣
p

≤

≤ 3pn2k+1

ˆ −ak+1+hk+1

−ak+1−hk
|f(t+ hk+1)− f(t)|pdt

Доведення.∣∣∣∣∣n2k
ˆ −ak+1+hk

−ak+1

f(t)dt− n2k+1

ˆ −ak+1−hk+1

−ak+1−hk
f(t)dt

∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣n2k
ˆ −ak+1+hk

−ak+1

f(t)dt−

−n2k+1

ˆ −ak+1

−ak+1−hk+1

f(t)dt+ n2k+1

(ˆ −ak+1

−ak+1−hk+1

f(t)dt−
ˆ −ak+1−hk+1

−ak+1−hk
f(t)dt

)∣∣∣∣∣
p

=

=

∣∣∣∣∣n2k
ˆ −ak+1+hk

−ak+1

f(t)dt− n2k+1

ˆ −ak+1

−ak+1−hk+1

f(t)dt+ n2k+1

ˆ −ak+1−hk+1

−ak+1−hk
f(t+ hk+1)− f(t)dt

∣∣∣∣∣
p

≤

≤

(∣∣∣∣∣n2k
ˆ −ak+1+hk

−ak+1

f(t)dt− n2k+1

ˆ −ak+1

−ak+1−hk+1

f(t)dt

∣∣∣∣∣+ n2k+1

∣∣∣∣∣
ˆ −ak+1−hk+1

−ak+1−hk
f(t+ hk+1)− f(t)dt

∣∣∣∣∣
)p

Згiдно лемi 6, перший доданок не перевищує

n2k+1

ˆ −ak+1+hk+1

−ak+1−hk+1

|f(t+ hk+1)− f(t)|dt,

другий не перевищує
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n2k+1

ˆ −ak+1−hk+1

−ak+1−hk
|f(t+ hk+1)− f(t)|dt

тому

I ≤ (n2k+1)p

(ˆ −ak+1+hk+1

−ak+1−hk
|f(t+ hk+1)− f(t)|dt

)p

≤ (n2k+1)p(3hk+1)p−1∗

∗
ˆ −ak+1+hk+1

−ak+1−hk
|f(t+ hk+1)− f(t)|pdt ≤ 3pn2k+1

ˆ −ak+1+hk+1

−ak+1−hk
|f(t+ hk+1)− f(t)|pdt

Лема доведена.

Теорема 3. Якщо f ∈ Hω
p , 0 < h = sin v < 1

n
, то

ˆ 1

−1

∣∣∣∣∣∣Fn(f ;x)− Fn(f ;x
√

1− h2 − h
√

1− x2)

ω
(
f ;
√

1−x2

n
+ 1

n2

)
∣∣∣∣∣∣
p

dx ≤ C lnn

Доведення. Позначимо y = x
√

1− h2 − h
√

1− x2. Будемо казати, що i ∈ Ak,
якщо xi ∈ (ak; ak+1). Для кожного i ∈ Ak : ∆xi = 1

n2k
= hk. Iнтеграл у лiвiй частинi

нерiвностi представимо у виглядi суми:

ˆ − cos v

−1

+

ˆ x1

− cos v

+

ˆ −ak0−1

x1

+
0∑

k=−k0+1

ˆ ak+1

ak

+

k0−1∑
k=1

ˆ ak+1

ak

∣∣∣∣∣∣Fn(f ;x)− Fn(f ; y)

ω
(
f ;
√

1−x2

n
+ 1

n2

)
∣∣∣∣∣∣
p

dx

Якщо x ∈ (−1;− cos v), то i y ∈ (−1;− cos v), тому Fn(f ;x) − Fn(f ; y) = 0. На
вiдрiзку (− cos v;x1) : y < x, тому Fn(f ;x) − Fn(f ; y) = 0. На промiжку [x1;x2] :
δx1 = 1

n2k0−1 = 1
n2lnn−1 ≤ 2

n2 ; окрiм того, так як

Fn(f ;x)− Fn(f ; y) =

[
0

L2 − L1

то iнтеграл тiльки збiльшиться, якщо ми вважатимемо Fn(f ;x) − Fn(f ; y) =
L2 − L1:

ˆ x2

x1

∣∣∣∣∣∣Fn(f ;x)− Fn(f ; y)

ω
(
f ;
√

1−x2

n
+ 1

n2

)
∣∣∣∣∣∣
p

dx ≤ 1

ωp
(
f ; 1

n2

) ˆ x2

x1

|Fn(f ;x)− F (f ; y)|pdx ≤

≤ ∆x2
|L2 − L1|p

ωp
(
f ; 1

n2

) = ∆x2

∣∣∣ 1
∆x2

´ x2

x1
f(t)dt− 1

∆x1

´ x1

x0
f(t)dt

∣∣∣p
ωp
(
f ; 1

n2

) ≤ (∆x2)1−p(∆x1)p−1

ωp
(
f ; 1

n2

) ∗
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∗
ˆ x1

x0

∣∣∣∣f (t+
2

n2

)
− f(t)

∣∣∣∣p dt ≤
´ x1

x0

∣∣f (t+ 2
n2

)
− f(t)

∣∣p dt
ωp
(
f ; 1

n2

) ≤
ωp
(
f ; 2

n2

)
ωp
(
f ; 1

n2

) ≤ 2p

Далi, розглянемо

ˆ −ak
−ak+1

∣∣∣∣∣∣Fn(f ;x)− Fn(f ; y)

ω
(
f ;
√

1−x2

n
+ 1

n2

)
∣∣∣∣∣∣
p

dx =

ˆ −ak+1+hk

−ak+1

+
∑
i∈Ak

ˆ xi+1

xi

∣∣∣∣∣∣Fn(f ;x)− Fn(f ; y)

ω
(
f ;
√

1−x2

n
+ 1

n2

)
∣∣∣∣∣∣
p

dx ≤

≤ 1

ωp
(
f ;

√
1−a2

k+1

n
+ 1

n2

) [ˆ −ak+1+hk

−ak+1

+
∑
i∈Ak

ˆ xi+1

xi

|Fn(f ;x)− Fn(f ; y)|pdx

]

Так як 0 < x − y < h
√

1− x2 < hk, то ∀x ∈ (xi;xi+1), i ∈ Ak, y ∈ (xi;xi+1) або
y ∈ (xi−1;xi), тобто

Fn(f ;x)− Fn(f ; y) =

[
0

Li+1 − Li
i, якщо ми покладемо

Fn(f ;x)− Fn(f ; y) = Li+1 − Li,

то сума тiльки збiльшиться. Застосовуючи лему 1, отримаємо:∑
i∈Ak

ˆ xi+1

xi

|Fn(f ;x)− Fn(f ; y)|pdx ≤ hk
∑
i∈Ak

|Li+1 − Li|p ≤ ωp(f ;hk).

Розглянемо тепер
´ −ak+1+hk
−ak+1

|Fn(f ;x) − Fn(f ; y)|pdx. Якщо x ∈ (−ak+1;−ak+1 +

hk), то y ∈ (−ak+1−hk+1;−ak+1) або y ∈ (−ak+1−hk;−ak+1−hk+1) i пiдiнтегральна
функцiя приймає значення вiдповiдно:

|Fn(f ;x)− Fn(f ; y)|p =

∣∣∣∣∣n2k
ˆ −ak+1+hk

−ak+1

f(t)dt− n2k+1

ˆ −ak+1

−ak+1−hk+1

f(t)dt

∣∣∣∣∣
p

(8)

або

|Fn(f ;x)− Fn(f ; y)|p =

∣∣∣∣∣n2k
ˆ −ak+1+hk

−ak+1

f(t)dt− n2k+1

ˆ −ak+1−hk+1

−ak+1−hk
f(t)dt

∣∣∣∣∣
p

(9)

Оцiнюємо (8) за лемою 6, (9) за лемою 7. У всякому випадку,

ˆ −ak+1+hk

−ak+1

|Fn(f ;x)− Fn(f ; y)|pdx leq2 ∗ 3p
ˆ −ak+1+hk+1

−ak+1−hk
|f(t+ hk+1)− f(t)|pdt ≤

≤ 2 ∗ 3pωp(f ;hk+1) ≤ 3pωp(f ;hk)

88



ВЛАСТИВОСТI ДЕЯКИХ МОДУЛIВ НЕПЕРЕВНОСТI IНТЕГРОВНИХ ФУНКIЙ

Тобто:

ˆ −ak
−ak+1

∣∣∣∣∣∣Fn(f ;x)− Fn(f ; y)

ω
(
f ;
√

1−x2

n
+ 1

n2

)
∣∣∣∣∣∣
p

dx ≤

´ −ak
−ak+1

|Fn(f ;x)− Fn(f ; y)|pdx

ωp
(
f ;

√
1−a2

k+1

n
+ 1

n2

) ≤ 3pωp(f ;hk)

ωp(f ; 2
k
2

+1hk)
= Ck

Аналогiчно оцiнюється iнтеграли
´ ak+1

ak

∣∣∣∣∣ Fn(f ;x)−Fn(f ;y)

ω

(
f ;

√
1−x2

n
+ 1
n2

)
∣∣∣∣∣
p

dx. Далi,

ˆ 1

−1

∣∣∣∣∣∣Fn(f ;x)− Fn(f ; y)

ω
(
f ;
√

1−x2

n
+ 1

n2

)
∣∣∣∣∣∣
p

dx ≤ 2p +
0∑

k=−k0+1

Ck +

k0−1∑
k=1

Ck ≤ Ck0 < C lnn

Теорема доведена.

Теорема 4. Якщо f ∈ Hω
p , 0 < h = sin v < 1

2n
, iснує

´ 1

−1
|f(x)|p√

1−x2dx i виконується
(1), то: ˆ 1

−1

∣∣∣∣∣f(x
√

1− h2 − h
√

1− x2)− f(x)

ω
(
f ;h
√

1− x2 + h2
) ∣∣∣∣∣

p

dx ≤ C lnn (10)

Доведення. Нехай h > 0, тодi:
ˆ 1

−1

∣∣∣∣∣f(x
√

1− h2 − h
√

1− x2)− f(x)

ω
(
f ;h
√

1− x2 + h2
) ∣∣∣∣∣

p

dx ≤
ˆ 1

−1

∣∣∣∣∣ f(x)− Fn(f ;x)

ω
(
f ;h
√

1− x2 + h2
)∣∣∣∣∣
p

dx+

+

ˆ 1

−1

∣∣∣∣∣Fn(f ;x)− Fn(f ;x
√

1− h2 − h
√

1− x2)

ω
(
f ;h
√

1− x2 + h2
) ∣∣∣∣∣

p

dx+

+

ˆ 1

−1

∣∣∣∣∣f(x
√

1− h2 − h
√

1− x2)− Fn(f ;x
√

1− h2 − h
√

1− x2)

ω
(
f ;h
√

1− x2 + h2
) ∣∣∣∣∣

p

dx

Оцiнюємо перший доданок за теоремою 1, другий - за теоремою 3, третiй- за
теоремою 2. Маємо:
ˆ 1

−1

∣∣∣∣∣f(x
√

1− h2 − h
√

1− x2)− f(x)

ω
(
f ;h
√

1− x2 + h2
) ∣∣∣∣∣

p

dx ≤ C1 lnn+ C2 lnn+ C3 lnn = C lnn

Що й треба було довести.

Якщо h < 0, то оцiнка (10) має мiсце за умови (2). Доведення аналогiчне.
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