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О СРАВНЕНИИ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
ОПЕРАТОРОВ ФУНКЦИИНА ОКРУЖНОСТИ, ПРЯМОЙ И

ПОЛУПРЯМОЙ

Досліджується наступна проблема: описати всі лінійні диференціальні оператори зі
сталими коефіцієнтами,які підпорядковані даним операторам тего ж вигляду.

Введение. Точное мультипликативное неравенство Колмогорова для про-
межуточных производных функций на прямой В

| f® [№вХо")Лслf” IFсво) (lsk<r)

(с указанием наименьшей константы У, не зависящей от функции Г) стало

началом многочисленных работ. В [1] собраны точные неравенства для функ-

ций на оси В полуоси В, =[0,+0) и окружности Тв пространствах Г, при

разных р є Пн).

Легко показать, что мультипликативноє неравенство Колмогорова зквива-

лентно следующемуаддитивному:

IF?РИБИЧОЇштНО)

‚ Отметим, что уже для функцийна отрезке вещественной оси точное адди-
тивное неравенство в общем случае до сих пор не получено.

С другой стороны, в работах по уравнениям в частных производных
широко и существенно используют, например, аддитивное неравенство
Гальярдо-Ниренберга для смешанных производных функций многих перемен-
ных[2, п.15]..

Заметим, что в случаях функций на всёмв пространстве в и. на торе

Т“ для сравнения, в частности, линейных дифференциальных операторов с по-
стоянными коэффициентами применяют теоремы о мультипликаторах Фурье
(для интегралов и рядов Фурье, соответственно)[2,гл.3; 3, гл. УГ -УП]. А для
доказательства точных неравенств методом мультипликаторов существенна по-
ложительная определённость некоторых функций[4,п.5).

Естественно рассмотреть следующую задачу.

Данымногочлены В, Р и О, числа рр, и 4 из [1, +5] и Й « 2. Когда

имеет место следующее неравенство

HOD)І, 7U ROS, +AOS Ik,,)
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с константой у, не зависящей от функции / в трёх разных случаях: В, В.,

T?
Коэффициенты многочленов В, Р и О предполагаем комплексными,а

функции Г комплекснозначными.

Пусть сначала вместо двух многочленов А и Р, справа только один Р.

Так как норму производной нельзя оценить сверху через норму самой

функции, то нужно считать, что степень 5 = деО < г = дев Р. Если рассматри-

вать все функции, для которых правая часть || Р(Д)7||1, <® (конечна), то все

решения дифференциального уравнения Р(р)/=0 должны быть решениями

уравнения 0(РО)}=0,т.е. О =СР где с - некоторая константа, и на полуоси

или оси неравенство тривиальное(и 4 = р ‚если с +0). Поэтому считаем далее,

что ГЕЙ, ‚т.е. /""? локально абсолютно непрерьгвна, а Ли Л” е[,.

Теорема1 (случай окружности). Пусть р,4 е 1, +5]. Для существования

(р,4) неравенства

ПОСОЛ)суб У ПРОФ),су

для 2л — периодических функций из И’, (Т), Т=[-л,‚л] с константой у, не

зависящей от }, необходимо и достаточно, чтобыизравенства РЁ) =0 при

К є 7, следовало О(їЮ) =0.Это при 5 <г. Апри 5 =г дополнительно 4<р.

Теорема 2 (случай оси). Пусть р,4=[1,+5]. При (р,4)з (1,90) для

существования (р,4) неравенства

QPF Ih,caS7 ll PPVIhc

на прямой В для всех функций ГЕЙ>(В) сконстантойу, не зависящей от

7, необходимо и достаточно

зарОбсо
xeR | P(ix)|

дгерприз«гидертпризег. Ав случає (р,4) « (1, со) - необходимо и

достаточно

s

sup 1969
xeR | P(ix)|+| P’(ix) |

us<r.

Теорема3 (случай полуоси). Пусть `р,а Е [1, +09]. При (р,4) я (1, со) для

существования (р,4) неравенства

ПОРУТвУРФ) ЇЇ,в,
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для всех функций ГЕЙ’,(В, ) с константой у, не зависящей от }, необходи-

мо и достаточно

пор 1902с,
z:Rezs0 | P(z) |

uq2p npus<rugq=p npus=r.

В случае (p,q) = (1,0) — необходимо и достаточно 5 <ги

2Ве1<5 | P(z) | xeR | P(ix) | + | Р'(іх)|

при любом б «0.

Эти теоремысодержалисьв докладе автора на конференциив Туле-2005 и
анонсировань! в (5). Там же приведено точноє (р,со) неравенство в случае по-

луоси (теорема ХШ). По моей вине это неравенство приведено с ошибкой: на

самом деле, наименыпая константа у, =| 2 ||Ly

Подробные доказательства содержатсяв [6].
В настоящей статье теоремы1-3 используются для доказательства приве-

денного выше неравенства с дифференциальными операторами А(р), (Л) и

О(О)на окружности,оси и полуоси.

Случай нескольких операторов {Р‚(Р)}’,т>2. |

Будем считать, что 4еёО = 5, deg P, =r, u4n=maxr, (iS jSm).

Теорема 4 (функции на оси). Пусть наибольший общий делитель много-

членов (Р.Х с нулями на мнимой оси В есть 1, а многочлен О делится на 1

без остатка. Тогда при 5 <и илюбых 4 ® [1+9] и р, є П,4)

ПОРУ IhS72PDS lh,cw
j=l

2denpu j22 р,єН,рі|, если у Р, есть нули вне ЇВ, и р, - р,, если у Р, нет

нулей вне № ‚ а постоянная 7 не зависит от функции ГЕ Г".WY,> (В).

При $ =к нужно добавить условие р, = 4. Если же О делится лишь на

наибольший общий делитель [ и Г’, то указанное неравенство имеет место

при 4д=юир, = 1.

_ Доказательство. Считаем, что Р,=Г-Т,-Р,, где 1-1, #0 sue iR,a

Р #0 na IR (15 ) с т). Многочлень(Ї,), не имеют общих нулей.
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Если Л =1, т.е. А =0 на ЇВ только в нулях /, то в силу теоремы2 при

5<1 и Р, ЄП,

LOM5УIAS Ih, ву»

апри 5 - по взтом неравенстве р, =4. А теперь в правой части можно добавить

любые неотрицательные слагаемые.
Далее предполагаем, uto J/,(ix,)=0 при некотором жеЕВ. Если

1(2) = а]"_(2-к,), где х, ЕВ (15751), то при а=? 1(%)ЕВ при всех

х є В. Поэтому можно считать, что при всех хє В Піх) и (їх) (iS jsm)

вещественны.

Положим при я = deg P (дев РІ «дев В =r,т

P(z) = MCN) + YA12), « Н@)=(@2+х),

т

где вещественные іх, у подберем так, чтобы УМj@x) #0 в нулях I, (ix)
1=2

(обоснование выбора приводится ниже). Тогда Р(й)0 ‘для всех хеВ,, так

как там, где (їх) = 0, сумманеравна нулю, а там,где Л(1х) =.0, мнимая часть

Im P(ix) # 0.

Заменяя, если нужно, { на — 7, можно считать, что deg P = deg Hh ‚т.е.

от добавления суммыстепень многочлена не уменьшается. |
Применяем теорему2 к операторам О(Р) и РКО). Получаем (ДЕть 4]

при $<и, р, =94 при 5=п)..

joo| <ЯРКРУУлуа)

и после применения неравенства треугольника для норм

QMFL,» SEELAL,otL(D)fI|Lywy

Осталось применить ещё т раз теорему2 (к каждому слагаемому).

Пусть теперь О делится только на наибольший общий делитель / и Г’.

По теореме 2

ПОР)ив7 ПРКРУ Ши,

и теперь можно применить уже доказанное неравенство при 4 = р, =1.

140



Осталось убедиться в том, что если ulj y (k22) — вещественные

многочлены без общих вещественных нулей, а Е - конечное подмножество
А

R, то существуют вещественные числа й4 } такие,что

k
УЛдо (хе).
jal

При &=2 можно взять 4, =1, а в качестве 1, — любое число не

AG)
1,5)

Применяем при 523 метод индукции. Обозначим через Г, -

равноє 0 и й, є - ,при хе В и І,(х) є б.

we К
наибольший общий делитель {7і у с вещественными нулями. По

і .

‘предположению индукции существуют вещественные числа A, | такие, что

 

при хЕЕ

uy Гeo)

A, І,9”

Рассмотрим сумму исто Я, еще нужно определить)
k k Ї,

DAL) = AhоноАуке

Так как / и Ї,, не имеют общих вещественных нулей, то при х є Ew

 

T(x) =0 Bea ‘сумма при любом A ЕВ не равна нулю. Если же хЕЁЕ.и

. І (x) # 0, то достаточно вира любое Д ЄВ с условием

aaсуми(x) (хеЕ).

Теорема 4 доказана.

 

Творема 5 (периодическиє функции). Если из условия Р(й)=0 при

КЕЙ, и всех je[l,+o] credyem, umo QO(ik)=0 (amo u необходимо), то при

5 <л илюбых 4, р, Е [5+9] |

ОА
jal

где при 122 р; el, +00}, если у Р, есть нули вне Її, и р, є |Ї, р,|, еслиу Р,

нетнулей вне iZ, а постоянная у не зависит от функции ГЕ ПІЖ,‚(Т).

При 5 = к нужно добавить условие р, є fl, 9].
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Доказательство аналогично предыдущему. Только теперь / — это на-

ибольший общий делитель {Р‚}у’с нулямина 17, и применяется теорема1 вме-

сто теоремы2.
Случай полуоси более трудный.

Теорема 6 (функции на полуоси В,). Пусть 4е5О <4еёР, многочлены

РВ, Р, и О делятся на многочлен Г, не имеющий нулей при Вег>0, а

4. (2) +0 при Ве2<0. Тогда прилюбом 4 Е 1, +9] и р Е [1.4], р, Е 1,4]

|O(D)F [|(в. УСІ АСО)/во ІРО)сао?

с константойу, не зависящей от / є МТВ.)ПИ(В,).

Если при тех же условиях на Ги Р, І« ЛІ, где І(2)ж0 при

Rez<0, J,(z)#0 при Ке2г=0, а многочлены Р и О делятся на I, и nau-

больший общий делитель многочленов | и 1, то при рЕ[1, +5] и всех

Ген(В,ПИ?(В,)
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