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В настоящей работе предлагаются новые формулы, зави-
сящие от т переменных, которые позволяют в простой анали-
тической форме записать уравнение любой сложной области,
как на плоскости так и в пространстве, при условии, что из-
вестны функции ограничивающие данную область.

Предлагаемые формулы, ввиду их простоты, могут найти
широкое практическое применение в задачах: оптимального
раскроя материалов, автоматического составления разност-
ных уравнений на вычислительных машинах, приближенно-
го решения дифференциальных уравнений в частных произ-
ВОДНЫХИ Т.Д.

Нужно отметить, что в работах [1], [2], [3] также предла-
гаются формулы удобные для апалитического описания
сложных геометрических объектов. Однако эти формулы, в
случае большого числа переменных, очень громоздки, и по-
этому неудобны для анализа и практических приложений.

$ 1. Функции, удобные для аналитического описания об-
ластей сложной геометрической формы

Введем в рассмотрение функцию, зависящую от т пере-
менных:

т

Аа ду о Оу) УЗ У, (ау | у|), (1.1)
1-1

где @2,(1==1,2,...,)- любые действительные числа.

Рассмотрим свойства функции | (а1, а», ... ‚@т).

1. Если а; >20 (é=1,2,...,m), To fp = 0.

9. Если а, 2 9, а, «20, і яв В (і, єз1.2,..,, т), то Д 0.

3. Если ар«с 0 (і2з1,..,т), то /, «00.

Введем еще функцию

ла, аз, ...,@т) == Соч п. (а,— ‚а; | ), (1.2)

где a;(i==/, 2,..., m) -- любые действительные числа.
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Рассмотрим свойства функции Х(а, а», ... ‚ аш).
1, Ecrna;> 0 (is=1, 2,..., т), то Б=0.
2. Если a, 20, a <0, t#R (4,28 =1,2,...,m), to fy ==0.

3. Если а; <0 (i=/, 2,..., m), To fe=0
И, наконец, введем еще функцию

Га ау нау)У ар. (1.3)
i=l

Эта функция обладает такими свойствами:

1. Если а; == 0 (1=1,2,..., т), то 7), 2-0.
2. Если а; = 0, а, «20, [= (1А==1,2,...,т), то fy >0
3. Если а; ==0, (i=/, 2,..., т), то в =0.

То-есть функция [3 обращается в нуль тогда и только тогда,
когда все а; обращаются в нуль одновременно.

Свойства функций / (4, @.,..., Фа), Ла (@л, @.,..., ам),
4 (41, dp Фа) легко получить непосредственнс из формул

1), (1.2), (Е3).

а на свойства функций / (а, ар .., Am), fo (Qh,
Фара) М з (4, 4», Фу), докажем несколько теорем.

Теорема 1. Пусть С, С.,,..., Су — области в п-мерном
пространстве, определяемые неравенствами

Ф:(^1, Хо, ..., Ха) 20, Фа(х, Хо, „.., Ха) > ...,

= GmlXiv ayo Xa) 20, (1.4)
тогда область С, определяемая уравнением

ДФІ Фе оо» Фа) =O, (1.5)

есть пересечение областей Сь, Gy,..., Gin.

(Под пересечением областей Сь (.,..,@ш мы понимаем об-
ласть С, состоящую из всех общих точек для областей

i Gi, С.,...@т).

Необходимость. Пусть утверждение теоремы  выполняет-
ся, т.е. (1,5) есть уравнение пересечения областей Gi, Сун
О". На основании свойств функции (а,4, ... , т) заключа-
ем, что ЛД($1, 9.,...,Фш) =0, когда ¢, 20 (i=1, 2,...,m).
Необходимость доказана.

Достаточность. Пусть условия (1. 4) выполняются. Рас-

смотрим произвольную точку Р(хь, Х»,.., Ха) п-мерного прост-
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ранства, принадлежащую пересечению областей С. С-..., Си.
Тогда, очевидно, в точке Р будут выполняться неравенства

ФуХань а) > 0, $: (ХХ... , Хи) > 0,...,

Фт(Х1ь Хан, X,) > 0.

И, значит, на основании свойства | функции Н(@, а»..., а),
будет выполняться равенство

Лі, Фе ees Pm) =O. (1.6)

Пусть теперь точка Р не принадлежит пересечению облас-
тей Сь С.,...С@т, тогда по меньшей мере хоть одна функция

BUX) vey Х,} < 0 (1=1. 2,.... т). В этом случае на основании
свойств 2 и 3 заключаем, что Ло, Фа» ---» Фа) 2 0, т.е. равен-

ство (1,5) не будет выполняться. Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть Сь, С.,.., @ш области в п"мерном про-
странстве, определяемые неравенствами

Ф1(Х1, Ха, ..., а) >0, 9(Хь, Ха, ..., Ха) 2 0,

Фи(Х1, Ха, ..., Ла) > 0, (1.7)

тогда область @, определяемая уравнением

Fal Pts SaФа) ЯЗ , (1.8)

есть объединение областей С!,С.,,..., Си.

(Под объединением областей Ст, С.,-., @т мы понимаем об-
ласть, состоящую из тех и только тех точек, каждая из кото-
рых принадлежит хотя бы одной из областей С\, Со,....@в).

Действительно, пусть произвольная точка п-мерного про-

странства (Хі, Хар» Хь) принадлежит объединению областей
С, С»,С, Отсюда следует, что по меньшей мере для одной

Функции $; будет выполняться неравенство Ф(Х, Хо...., Хи) 50:
а это означает, что в формуле

Fal Gis ФаPm) = CDF М ($9, |)
t=1

по меньшей мере один сомножитель обратится в нуль. SHa-

чит ДФІ, Фи; ...,Фш)==0.Если точка (Ху Хо, оо, Ха) не при-
надлежит обьединению областей Сі, С»,.., С, ТО В этой точ-
ке выполняются неравенства $; <0 (1=/, 2,..т) и позтому
(на основании свойства 3 функции (аг, а»,..., Фа )) До (Фу Par os
Pm) <0.
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Из этих рассуждений следует, что уравнение (1,8) опре-
Деляет объединение областей С\, СЦ»... С. Теорема доказа-
на. —

Теорема 3. Пусть Ly, [5,.„Ё в -- гиперповерхности в
п-мерном пространстве, определяемые уравнениями

© (Xy, Xyy 0 Xy) HO, (Ху, ..., Аи) ==0,...,

BaulКи Х,) == 0. (1.9)

Тогда уравнению

БФа) ЯЗ У Із Оу Хана? 0 (1.10)
Ї ге

удовлетворяют те и только те точки п-мерного пространства,
которые принадлежат гиперповерхностям Ly, Ly,.., La ОДнО-
временно.

Доказательство теоремы очевидно, так как функция
ДФ, Фони) обращается в нуль, тогда и только тогда,
когда все $; (1==/, 2,...) обращаются в нуль одновременно.

$ 2. Примеры уравнений областей сложной геомет-
рической формы.

Для иллюстрации возможностей применения формул (1.1),
(1,2), (1,3), рассмотрим несколько примеров.

5) J

-14 0 Bi x

 

рис 1.

Пример 1. Пусть на плоскости ХОу задана область С
такими перавенствами; 1 =1—х—у 20, 9. =1--х-—у >0,
Ч ==У2>0 (рис. 1а). Требуется ‘оставить уравнение указан-
ной области. Применяя теорему | u формулу (1,1), уравне-
ине области С ограниченной ЛАВСбудет выглядеть так:

ЛФ» Ф» 9з) яв 2ПУ-Ех-УЕУее 0, (2.1)
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Этому уравнению удовлетворяют все точки области С и толь-
ко эти точки. Запишем теперь уравнение ААВС. Воспользу-
емся формулой(1,3), теоремой 3, уравнением(2,1) и функци-
ей К(х, у) « (1--х--у) (1-+х— иди. Уравнение ААВС  бу-
дет выглядеть так:

[Л(Фь Фо, 93) ІМ (ж, у)= 0. (2.2)
Запишем еще уравнение отрезка АВ, изображенного на

рис. 16. Отрезок АВ можно задать такими неравенствами:
$1 = 1—5 >20, ф. =у=0,т.е. мы должны найти пересече-
ние полосы |1—х? 20 иоси х. Воспользуемся формулой (1,1)
и запишем уравнение отрезка АВ следующим образом:

1-х?у? == 0. (2.3)
Пример 2. Рассмотрим область изображенную на рис. За.

Чтобы составить уравнение указанной области, нужно пред-
варительно составить уравнения областей К; и К.. Область
Ю, можно задать такими неравенствами: 1—^? > 0, 1l—y > 0,
у > 0; а область Ю› можно задать так: 1—1? 20, 1-х 20,
xX >0O Тогда уравнения областей КЮ: и Ю запишем следую-
щим образом:

( — х2 м [J 21-12 ом =| 2 х | хі [1 —y|—ly|

=

0 (2.4)
2—y?—|1—y?|—|l—x|—|x| = 0

 

Рис.2.

Уравнение области на рис. 2а будет выглядеть так:

(2 ~x?—|1—x?|—|l—y|— yl) X
x (2—y?—|1—y?|—|1 —x|—|x]) = 0. (2.5)

Запишем еще уравнение области типичной для задачи о дре-
наже вод (рис. 26). Эту область можно задать неравенства-
ми: х2-2—1 20, A(x)-y>0, y+3>0, 5-x>0, х>0.
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Уравнение области на рис. 26 запишемтак:

Xby? h(x) -7?+ y?= 1)АС)У! —
—|y +3\—|x|—|5—x| =0. (2.6)

Пример 3. Рассмотрим примеры на составление уравне-
ний поверхностей. Пусть требуется составить уравнение по-
берхности шарового сегмента (рис. За). Уравнение области,
ограниченной шаровым сегментом запишем следующим об-
разом:

ЛО, у, 2) ее 14?нуднаz—|z—2) —|16 —x?--y?—2"| = 0.
(2.7)

Введём функцию М(х, и, 2)=(2—2) (16—42—22—72).
Применяя формулу (1,3), составим уравнение поверхности
марового сегмента:

Абу,=[Му, 2)=0. (2.8)

  
Рис. 3.

Аналогично можно составить уравнение поверхности усе-
ченного параболоида вращения (рис. 36).

2аурффмнн+
4 [(x-2~22—y*) (4—x) x]? =0, (2.9)

єсть уравнение поверхности изображенной на рис. 36.
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