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НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА КРИВИЗНЫ

РИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВ

и. ФЕДИЩЕНКО.

В статье рассматривается три типа кривизны  римавова
пространства У„(й>9): риманова кривизна по отношению
к трехмерным площадкам [1], конформная кривизна по от-
ношению к двумерным площадкам и конформная кривизна
по отношению к двумерным нлощадкам и конформная кри-
визна по отношению к трехмерным площалкам. Исследуется
вопрос об пиварнантпости конформньх кривизя при измене-
нии в точке направления двумерной и трехмерной площадок
соответственно, а также об инвариантности трех типов кри-
визн при параллельном перенесении соответствующих Пло-
щадок.

1. Известно, что требование неизменности римановой кри-
визны пространства при параллельном перенесении двумер-
ной площадки приводит к симметрическим пространствам,
характоризующимся условиями (13), стр. 117).
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гле запятой обозначена ковариантная производная тензора
кривизны относительно метрического тензора б.

Риманова кривизна пространства У, по отношению hy3
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Исследования показывают, что единственными нетриви-
альными пространствами постоянной кривизны по отноше.
нию к трехмерным площадкам являются У, Эйнштейна, и
ТОЛЬКО ОНИ.

Потребуем, чтобы риманова кривизна Р пространства У,
по отношению к трехмерным площадкам оставалась неизмен-
ной при параллельном перенесении трехмерной площадки в
произвольном направлении. Это приводит нас к следующим
условиям
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В результате свертывания ayс- найдем
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Отсюда путем дальнейшего свертывания получим (при
n>3)

Rin = 0. (3)

Соотношения (2) при п=4 будут выполнены тождествен-
но вследствие (3), а при п>4 дают нам симметрическое про-
странство. Очевидно, что любос симметрическое простран-
ство удовлетворяет условиям (1).

Рассмотрим отдельно случай п=4. Пространство \У., со-

храняющее римоановукривизну по отношению к трехмерной
площадке при ее параллельном перенесении в произволь-
ном направлении, по необходимости должно удовлетворяте
условию (3). Докажем достаточность этого условия.

Возьмем систему координат, ортогональную в  точкеМ.,
Тогда в этой системе координат в данной точке==(1==^).
Соотношения (1) примут вид
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Их можно преобразовать к виду

Юй1-0; Reo =O (ет).

В силу (3) соотношения (5) выполняются тождественно, а
значит выполняются тождественно и эквивалентные им со-
отношения (4). Таким образом, в точке Лю в специальной
системе координат в каждом У. тождественно выполняются
условия (1) вследствие (3). Поскольку Мо —- произвольная
точка пространства, а соотношения (1) носят тензорный ха-
рактер, то они выполняются тождественно вследствие (3)
для каждого \. в каждой точке и в любой системе коор-
динат.

К такому же результату придем, если потребуем, чтобы
риманова кривизна пространства М, пс отношению к трех-
мерным площадкам сохранялась при параллельном перене-
сении трехмерной площадки в направлении самой пло-
щадки.

Таким образом, доказана следующая теорема.
Для того, чтобы римачова кривизна прострачства У, по

отношению к трехмерным площадкам оставалась неизменной
при параллельном перенесении трехмерной площадки, необ-
ходимо и достаточно, чтобы пространство У, при п>4 было
симметрическим, а при п=4 — пространством с ковариаит-
но постоянным тензором Ричици.

2. Введем понятие конформной кривизяы пространства
М, (п2»3).
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Сюйк -- тензор конформной кривизны, не зависит от вы-
бора двух линейно независимых векторов М», определяю-

щих данную двумерную площадку в данной точке простран-
ства V,. Будем называть этот инварнант конформной кри-
визной пространства У, в данной точке для данной дву-
мерной площадки.

Для того чтобы У, было пространством постоянной кон-
формной кривизны, необходимо и достаточно, чтобы оно бы-
ло конформно-плоским, как это следует из (6).

Потребуем, чтобы конформная кривизна пространства
сохранялась при параллельном перенссении двумерной пло-
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щадки в любом направлении или в направлении самой пло-
щадки. Это требование приводит нас к конформно-симмет-

; рическим пространствам, характеризующимися условиями[3]:

Chijx, 1— 0.

3. Величина С, определяемая формулой
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не зависит OT выбора трех линейно независимых векторов

1, №, №, определяющих данную трехмерную площадку в
12 3

фиксированной точке пространства У,„. Назовем этот инва-
риант С конформной кривизной пространства У, в данной
точке по отношению к данной трехмерной площадке:

а) Если в любой точке пространства V, его конформная
кривизна по отношению к трехмерным площадкам не зави-
CHT от выбора этих площадок, то такое У, будем называть
пространством постоянной конформной кривизны по отноше-

‚ нию к трехмерным площадкам.
Исследование необходимых и достаточных условий того,

что (И, является пространством постоянной конформной
кривизны по отношению к трехмерным площадкам показы-
вает, что С=0, вследствие чего эти условия принимают сле-

r дующий вид:

2 (Сук + Cini) Bott 2 (Cost + Casne) £4 2 (Свя-- Ска ) бк

з (Cinks + Сікнз) Sit я (Cinks —- Сука) Sit -е (Сівкі -- Сірі) Ris -|-
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ЗЕ (С кві -+ Сківі ) Єзь + (Casi + Criss) Sie (Скзн Р Саці) ЄЮ

(7)
“ после элементарных проеобразований по-. Свернув (7)

- лучим

(n—4) Cri == 0. (8)

‘ Отсюда следует, что У, при п>4 будет конформно-плос-
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ким. При п=4 условия (8) выполняются тождественно. По.
этому рассмотрим отдельно случай п=4.

Возьмем систему координат, ортогональную в точке о.

В ‘этой системе координат в данной точке условия (7) запи-
шутся в виде

Ass Cithi Я Р Сба -- Sah Cissi = Q,

ян Сshht +gshh Саи ==0 (4, 5,¢ =).

Подставляя сюда вместо компонент тензора конформ-
ной кривизны их выражения через компоненты тензора
кривизны в рассматриваемой системе координат, убеждаем-
ся, что эти условия выполняются тоджественно. Таким об-
разом, приходим к следующему выводу: любое У. является
пространством постоянной конформной кривизны (равной ну-
лю) по отношению к трехмерным площадкам; при п>4 та-
ким свойством обладают лишь конформно-плоские прост-
ранства.

Примером нетривиального пространства постоянной кон-
формной кривизны по отношению к трехмерным площадкам
является И. с метрикої

5 ax! ро
dsi== pL e 4х)у - SAX! (dx )P --

2 six! |

а Stn | в УУ І и |n>]
i~ Sit x! e283 le (их?) -ре (4х')? |.

Непосредствеиные вычисления показывают, что зто У, не
является конформно-плоским, а значит не является прост-
ранством постоянной конформной кривизны но отношению
к двумерным площадкам. К томуже, оно не является про-
странством постоянной римановой кривизны как по отноше-
нню к трехмерным, так и по отношению к двумерным пло-
щадкам.

6) Потребуем, чтобы конформная кривизна пространства
У, по отношению к трехмерным площадкам оставалась не-
изменной при параллельном перенесении трехмерной пло-
щадки в любом направлении. В результате мы придемк ус-
ловиям вида (1), где вместо ковариантных производных тен-
зора кривизны будут стоять ковариантные производные тен-
зора конформной кривизны. Отсюда путем рассуждений,
аналогичных тем, которые мы проводили по отношениюк ус-
ловиям (1), приходим к выводу, что У, является конформ-
но-симметрическим пространством при п7»4 или любьм У,
(в соответствин с п.а)).
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К такому же выводу придем, если потребуем, чтобы кон-

формная кривизна пространства "„ по отношению к трех-
мерным площадкам оставалась неизменной при параллель-
ном перенесении трехмерной площадки в направлении самой
площадки.

Примером нетривиального пространства, сохраняющегс
конформную кривизну по отношению к трехмерным пло-
щадкам при их параллельном перенесении, является У. с мет-
рикой (9). Нетривиальность здесь понимается в том смысле,
что это У», не являясь конформно-симметрическим простран-
ством, не сохраняет конформной кривизны по отношению к
двумерным площадкам при их параллельном перенесении.

В заключение отметим наблюдающиеся здесь две аналогии.
Для каждой из рассматриваемых здесь трех типов KDH-

“ визн имеет место аналог теоремы Шура: если каждая из
этих кривизн в каждой точке пространства не зависит от на-
правления площадки, то она остается постоянной и при пс-
реходе от точки к точке. Для римановой кривизны прост-
ранства по отношению к трехмерным площадкам этот факт
установлен ранее [1], а для конформных кривизн вытекает из
вышеизложенного.

Известно, что всякое риманово пространство постоянной
римановой кривизны (в общепринятом смысле) сохраняет
риманову кривизну при параллельном перенесении двумер-
ной площадки, но У,, сохраняющее риманову кривизну при
параллельном псренссении двумерной площадки, не обязано
быть пространством постоянной кривизны. Для расематри-

‚ ваемых трех типов кривизн пространства И, имеет место
аналогичное утверждение с тем, одпако, исключением что
любос У, сохраняет конформную кривизиу по отношению к
трехмерным площадкам при их параллельном перенесении,
и является пространством постоянной конформной кривизны

‚ по отношению к трехмерным плоихадкам.
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