
В силу теорем2,3, 4 при условиях данной теоремы операто-
ры А(и), 9(и, В) и ®(и,й) действуют в С», оператор
о(п, й) линеен по fA, а для ®(и,й) справедливо равенство

0.

|hi->0 ||

Этим теорема доказана.

Обобщая теорему 5, можно получить достаточные усло-
вия существования производных Фреше любых порядков.

Aenaa

О ТОЧНОЙ ВЕРХНЕЙ ГРАНИ КОЭФФИЦИЕНТОВ

НЕКОТОРЫХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ

И. В. ЩЕРБАКОВ.

1. Известно, что коэффициенты тригонометрических ин
терполяционных полиномов выражаются формулами:

2141
о 5чо

a,= У фОху)соввх,, Рез, 1,9,..., п. (1)
21-1 =“ С

‘ м == |

2n+l

фу СУ зл У ЛОх, )8іпАХх,, Кезі,2,...,н, (2)
2H -| 7

У==

где
ут ,

==. (3)
и |

Цель настоящей работы: найти экстремальные функции,

реализующие точные верхние грани коэффициентов а, и6,,
а также подсчитать точпые верхние грани этих коэффициен-
тов для периодических функций, удовлетворяющих условию
Лиишица; распространить этот результат на случай, когда
интервал периодичности функции }(х) разбит на число час-
тей, равнос т (2п-. 1), й на интерполяционньй случай функ:
ций двух переменных.

‚ 126



Теорема 1. Пусть 2x — периодическая функция f(x)
удовлетворяет услсовию Липшица

Lf (%)—f(x1) <K|x.—x,\), Oe 21,

тогда точная верхняя грань коэффициентов @„, 6,, тригоно-
метрических интерполяционных полиномов, построенных для
этих функций будет равна

4K (и sin ¢ di-о у
nk’
 

 зир В, == зпра,=
feHe) feH® ско,

о

é

Доказательство. Впачале найдем экстремальную функцию
для коэффициентов В. Покажем, что значение экстремаль-
ной функции в точке Хо -0 можно принять равным нулю.

- Для этого выражение (2} при Ё=| преобразуем следующим
образом

 

Зи-|
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В =И У ОХ sin xX, —- 0 sin Xy ~gap LUO) Коуза, |
5 2041

+ -~ ——- У F(O) sin x, . (4)
опорі т

Так как |(0) не зависит от индекса суммирования, то, выно-
ся его в последней сумме за знак суммированияи, учитывая,
что сумма синусов берется по равноотстоящим узламот 0 до
Зк следует, что эта сумма равна нулю. Поэтому равенство
(4) принимает вид.
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2 x
bo = \ f Ay pr? Q)j) sin А, . 5appr SO) £0 (5

Сравнивая (5) и(2) мывидим, что без ограничения общнос-
ти можно считать }(0) =0.

Далес, убедимся в том, что искомая экстремальная функ-
ция должна быть нечетной функцией. Для этого правую
часть равенства (2) разобъем на две часты

ce
——

9 21+]

2 п. \ . .
b, = ond № Sin Ny FC xX, ) 757 У sin Х, T( ХУ ). (6)
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п-т .
Выражение — 5 здесь и в дальнейшем означает целую

2n-+ |

2

 

часть дроби, в данном случае .Так как последнее сла-

гаемое второй суммы соотношения (6) равно нулю, а также
в силу нечетности функции синуса, равенство (6) перепишем
в виде

b = У Xy sin Xx, 7 х ae Nv, sin Ay .

зер Rorhte )
ча і

Или, учитывая периодичность функции Ї(/), период 2= мож-
но опустить и, тогда, последнее равенство принимает вид

п

етLO)—f( —x,) ] sin, . (7)

Чтобы соотношение (7) давало тах В, должно выполняться
f(—x, )=—f(*%), что убеждает нас в том, что искомая
экстремальная функция должна быть нечетной.

Ввиду того, что искомая экстремальная функция должна
удовлетворять условию Липшица, а также в точке хо=0 она

п

должна быть равна нулю, то на участке [о > ее выраже-

ние будет иметь вид } (2) =КЕ. В силу периодичности функ-
ции [(Ё), в точке Хорріт- От она также будет равна нулю.
Но так как она является нечетной функцией, то на отрезке

2т; 2 ее выражение будет иметь вид | (1) =—К(2=—&)"

`®
На участке |: ~- f(t)=K|x--t]?, а на участке

2

т; > "| И(Е) = -к| ir | Таким образом, для 6, эк-

стремальная функция найдена.
Распространяя аналогичные рассуждения для произвольно-

го А, мы приходим к тому, что экстремальная функция для
6, (Е >> 1) обладает теми же свойствами, что и при 2 -І, и в
силу тех же рассуждений приходим к тому, что она будет
иметь следующий вид:
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 (ВКИ на участке [о ae |
2k

FO) = (= =йк 2||

f(t) =— (22-1) K т2|

Чтобынайти экстремаль для коэффициентов а,, мывос-
а , т

пользуемся формулой дополнения со51 -- 5іп | — 2 т.е. в

выражениях (8) следует вместо { ставить 5 — 6.

Подсчет точной верхней грани коэффициентов мы, опять,
начнем со случая А=1. Будем иметь
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2 2 ,
sup 6,—=— — У F(x, )sinx, + АК У (ху sin x, -|-
feH) 2n--] 2n-+ 1

у=} т
OLX, Ss ро

Wx)” si МІ pewsine V (Qe si+ d(e—x,)’ зтх,— 2, о ro) их, — 2, (дяч-- ху віп, |.

myc 3 3 ge
WS тот .зп

В силу нечетности зкстремали и функции синуса, две вто-
рые суммысоответственно равны двум первым суммам,взя-
тым с противоположным знаком. Кроме того, в силу симмет-

є т

рии синусоиды и экстремали относительно прямои “о бу-

дем иметь

AK Хо WT чо Ут
врЩе [о м що.
feH® 21-31

~

\2n+1 2n + |
У ==

“ Или

 

AK yn ут и ут тsup в =—У ( | ийщо,
Фе НМ) т 2n+ 1 2п-+1 20-1
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Правая часть последнего соотношения представляет собой
п/2 — В,

интегральную сумму интеграла | t’ sint dt. Если сделать
о

сдвиг суммирования на единицу вправо, то можно записать

следующее соотношение

 

п-1
moh,

AK ет)інн{ sinedi <
т лад АТР 9-1 Qn+-1 =.

- AKdK [>= у зпня ..
т 7 On -|. дп КІ ar

где |у
2 (2n +-1)

Но разность между суммами, стоящими слева и справа в

 

nr У ne AK
NOCTeMICM HepaBeHCTBE COCTAB.IeT ————-} sin ——-—- —————

21+ 1 2n ~~ 1 2n-!- 1
1

т.с. равно О (+ Поэтому можно записать
но;

a2

ОО 1
зар в, =-— tsin td? +-O{ — |:
feHo т. n

о

Чтобы подсчитать точную верхнюю грань коэффициентов
р; при произвольном значений (21, с помощью  аналогич-
ных рассуждений прийдем к тому, что надо вычислить сле-
дующую сумму

сир =ААу (sep) sin-—
fee ke (Qn-+ 1) =\@a--1) On + |

или |

sup 6, ==——~ку т)И.
feH” oP 7 \ 20-1 2n+1 2n-+1

Правая часть последнего соотношения представляет так:
nfof2—hy

же интегральную сумму интеграла | t* sint dt. Сделав
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сдвиг суммирования на один шаг, можно записать следую-

щее соотношение.

  

 

 

по! т/2-- hy

ку4)2< A_( rsintdt <
wk\2nЕ 2n-+ 1 2Qn-- 1 я Ко

аку віюцу (я,
бQnfl Qn+1 поні

где A, == п
OR(n+ 1)

Разность между суммами. заключающими между собой инте-
4К пт Ve

грал в последнем неравенстве равна ——— —

2n-- 1ke (Qn +1)
 

. we 1
Хзш-———- ге. равна О (|

2n-- 1 пра

Итак, имеем

  

9

je sintae+ of 1). (9)
nk* |
 

 

АК
зир бк ==
ЕН“) тА?

Чтобы сказать о точной верхней грани коэффициеитов а,
обратим внимание на то, что (1) можно переписать в виде

2141

о

а f(x jsink (> -х.), (10)
и. 2

ук |

Уравнения экстремальной функции для коэффициентов ах
отличаются от уравнений экстремальной функции коэффици-
ентов Oy, Ha соответствующих интервалах сдвигом на 7/2.
В силу периодичности функций, входящих под знак суммы,ее
величина не изменится, если сдвинуть весь интервал сумми-
рования на =/2. Поэтому значение точной верхней грани для
коэффициентов A, не будет отличаться от значения точной
верхней грани для коэффициентов ф,, Что и требовалось до-
казать.

2. Если промежуток [0: 2=] разбить на число ча-
стей, равное ш(2п-+1), то коэффициенты тригонометрических
полиномов наилучшего средне-квадратичного приближения

131



в полученной системе равноотстоящих точек будут опредсе-
ляться по формулам

 

    

m (2n+1)

(и) У (т) (пі)
Ay == ху )cos kx’, Е =0,1,2,...,Н (11к тзуб F(x’) | )

р _ 2 m(2n+1)

"т (28-1) > f(x увів хо" , k==1,2,..., 0, (12)

где
, у дут ша 1,2,... .хі wee ce У по т 1 | (13)

| m(2n-+-1) v= 2,,.., 0 (22 --1)

Теорема 2. Пусть 2* — периодическая функция Ff (x)
удовлетворяет условию Липшица, тогда точная верхняя грань

козффициеєнтов а, Ф'"" тригонометрических полиномов
найлучшего среднеквадратичного приближения в полученной
системс равноотстоящих точек для этих функций будет
равна

7.2

AK a. |
sup 6" = supа = ЯКО раМ го|

о,

Доказательство. Чтобы построить экстремальные функции

для коэффициентов а”, 5", определенных формулами
(11), (12) и вычислить точные верхние грани этих коэффи-
циентов для периодической функции, удовлетворяющей ус-
ловию Липшица, достаточно провести рассуждения,  анало-
гичные тем, что приводились в доказательстве теоремы1. Мы
можем убедиться в том, что значения экстремальной функ:

ции для коэффициентов РО в точке х=0. и Хт@п+1 = 2
можно считать равным нулю. Кроме того, [(—х) =--[(х), т.е.
экстремальная функция будет функцией нечетной. Экстре-
мальная функция будет определяться теми же формулами

(8), где, в отличие от предыдущего случая, значения xy
‚ опредляются по формулам (13). При вычислении точной

верхней грани коэффициентов ро берется во внимание сим-
метричность функций синуса и экстремали относительно пря-
мой X=7/2 B силу чего выражение (12) преобразуется к виду
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зар рі————_— У mon| sin —_—_——_- .
feHo _ т (2п--1) 7 km(2n+1) m (2n-+1)
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lone |

AK” а ут a
sup pf) = ——— У a |X

Хе Не kez(у

ут Ж

m (2n-+1) m(2n+1)
B силу того, что правая часть последнего равенства пред-

а- Дт)

х sin

ставляет интегральную сумму интеграла | їз зіпі 4Ї, можно

о
написать следующее соотношение:

 

п(21-+1) |1
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4К ут a ут tt
і м рО8ЙП зек

= R* 2 Ё (2n + 5 | m(2n-+-1) m (2n +1)

m m(2n+1)

4 ЕС п — К 4K | 2 | . ут 1

< - | їз віп Й «с - У СИ x
TRY | zk? m (2n 4- 1)

y= l

. УТ т
x sin ————__— —__-___

m(2n-+-1) m (2n--1)

rye AY == 1
двт(дп 4-1).

Разность между суммами, заключающими интеграл, в по-

следнем неравенстве равна

AK|=)"
кет (п 4- 5 2

133



т.е. равна

О ora ;

mnk*

sup 0, == — К ( t’ sint dt 4-O ої (14)
но лк, тик” ,

о

Итак, имеем

 
 

Об экстремальной функции для коэффициентов а”, оп-
ределенных формулами (11), следует сказать то же, что и
об экстремальных функциях для коэффициентов а,, опре-
деленных формулами (1). Значение же точной рерхнеї гра-

ни а" будет равно точной верхней грани 6/7 т. є. опре-
деляться соотношением(14). Утверждение теореми доказано,

3. Пусть (х, у) 2= — периодическая функция по обеим
переменным удовлетворяет условию Липшица

Око узХа Уа | SM]хи М! уу, ".

Коэффициенты тригонометрических интерполяционных поли-
номов определяются формулами:

 

дтп оз

ак ==оту їх У~ Их»: У.) cos k x, cosl yy, (15)

=0,1,2,..., т

1=0,1,2,...,П
2m+12n+]

ba = OneПТИ x » f(t; ¥,) coskx,sinly,, (16)

k==0, 1, 2,...,m,

1, 2,...,7
т

Cy = Ло У У Лан y.)sinkx, cosly,, (17) 

(2m 4-1) (дпи.— —

k=0, 1. 2,..., 1,

[=1,2,..., ПВ
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2Qm+1 2n+1

 

4
dy= x; yy) sink x, sindy,, (18)

(2m 4-1) (2n+1) x їй у. У (

в = 1,2, ..., Ш,

рло [= 1,2,.

дих
Ay=o, = (), 1, 2, vey OM 1, 19тт’ № + (19)

дут a
ураEL 2 0,1,2.0., 20-4 1. 20у onl р (20)

Теорема 3. Пусть 2 —периодическая функция по обе-
им переменным удовлетворяет условию Липшица, тогда точ-
ная верхняя грань коэффициентов ак, бы, Сы, Ag
тригонометрических интерполяционных полиномов, построен-
ных для этих функций будет равна

ті?

sup dha = SUD Qy) == SUP Oy, == SUP Cy) =re | ош ВАаЕ
еЕН®Я fe) feel feо. mk"

о

 

m2

1 1
t?sintdt+O 4-0 у

a? LP \ + ( ce) | ale.
о

 
  

Доказательство. Чтобы определить точные верхние грани
для коэффициентов §Ay, бк» Ск» Ч» каки в предыдущих
случаях, построим экстремали, причем сначала для коэффи-
циентов Як. При этом покажем,что [(о; о), а в силу пери-
одичности и (2 т; 2х) можно считать, без ограничения общ-
ности, равными нулю. Для этого, соотношения (5) преобра-
зуем следующим образом:

21-1 21-1

44yy |
“био = = |Мі У) вВвіт ру, —yee]

d

2m+12n+t

4 ~ я~ (0:0) sink ly _- \
Л: О) т х, ва Гу] Р (2m +1) (2n +1) x —

xX fF (0; 0) sin kx, sinly,.

 

wel У]
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Или

 

Эт +1 21+1

4
Ч == —— (X53 Ys)—f(0; 0)] sin kx,‘= Gabi) Gae)7 1 >![ f(x01 95) —F(0; 0D] sin X

| Эт 1 Qn+1

x sin ly, --} ———~470,(09) У sin RXy, У, п /у,,
(2т1-Е:—

=] vol

Так как суммы синусов с равноотстоящими узлами на про-
межутке [0;27| равны нулю, то

4 ді дп

Фаза соУ У [Ману) —
(2m +-1)(2n +1) ЛО

-- 7 0; 0) | віп А ху, 8іп Й у.

Сравнивая последнее равенство с равенством (18) заключа-
ем, что можно считать [ (0; 0) =0. B силу периодичности функ-
ции }(х, у) будем иметь также /(2 с; 2®) =

Изучим поведение экстремальной функции в квадрате
Ох, < 2%, О<у, < 21, для этого соотношение (18) пред-
ставим в виде:

“= —бите1) [УуУ f (x; ¥.) sin Rk x, sin Jy, 4-

2т-1 п Й

+ У, У. (ху) ма Ах, ча Ї у, 4-

рт умі
m 2n+1

У У Доход Умуп ль зи у, +

yal ven+l

2m+1 2n+l
— ,

+ У У ЛО; у) sinkex,sin Ey]

ши -+1 уп {|

Если во второй паре сумм производить суммирование по в
в обратном направлении, от значения 2т к значению х, что
равносильно замене х, на 2=—х,, в третьей паре сумм про-
изводить суммирование ло у в обратном направлении и в
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последней парё сумм производить суммирование по й и у в
обратном направлении, то последнее равенство можно будет
переписать следующим образом:

4
Х.; sin kx, sind y, - -

(2m(2m+1) (Qn-+1) [х Ул ys) у»
1
Як ==—

 

-- У У f(Qx—x,; y,) sin kx, sinly, —

eet ved

п vyу / (Хр 2 т--У,) sink Xy віп / у» +

ye] yes]

—- у у f(Q7—x,;27—y,) sin kx,sin/y, |,

=] у=1

Или объединяя под однупару сумм, получим

4 и дяк у
yyРи(ии) У У [У (х5; у.) —71@ Xvi Vs)

wel усе І

з Ду 2 =—у,) -- (2 =—х,; 2=—у,| зтАх, эт у,.

Так как функция [(х, у} периодична, то период 2= у аргу-
ментов последнего равенства можно опустить и мы будем
иметь

4
d TTrr (Хо У —л.: У т

«Om +1) (Qn +1)>У У) Ану)

— Л (Xp; yy) +f (—*x.; —y,) ] sink x,sinly,.

Чтобы 4; могло принять наибольшее значение, требуется
вылолнение такого соотношения:

—Л (ху; уь) == — Л(хуу,) =(—хы —у,) == У (ху; У,).
Тогда окончательно запишем

16 =дач ха ху у, (21
‘(Qn (дл1) у у Fis yo) sin Rxy sin! yn ( )

pol v=l
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Это означает, что суммирование требуется выполнять толь-
ко в квадрате О<х,<я; 0<у,<т.Но, так как, синусоида сим-
метрична относительно прямой у==т/2; х==я/2,то и экстремаль
будет симметричной относительно плоскостей х==х/2 и у==я/2.
Кроме того, эта функция должна удовлетворять условию
Липшица, поэтому, аналогично случаю с функциями одной
персменной, экстремаль для 4, будет иметь вид:

 

 

f(s y)=M x?+Ny? B kpanpare O< х < opiVoy gs З

(ху) =М=m (= — x)уА в квадрате

wy Sts =: ;O<cy -

Ё(х; у) = М (= —х+ у’Л в квадрате
/

арк. oe Оу =З (22)

У (х; у) == М (2=—х)* -- (2=—у) М в квадрате

iv de

Qe—-——~—<x<2r, Qa -~—<y<Q@n
Qk 21

Чтобы получить экстремальную функцию для коэффиини-
ентов а, достаточно в равенствах (22) вместо х ставить
=/2—х и вместо и ставитьт/2—у. Для получения экстремаль-
ной функции для коэффициентов OY, достаточно вместо х
ставить *т/2—х, а для получения экстремальной функции
для коэффициентов с; достаточно вместо у ставить =/2—у
в те же равенства (22).

Подсчитаем точную верхнюю грань для коэффициентов
Ay Рассмотрим, вначале, случай, когда Е =1[, [=1. Учиты-
вая то, что экстремаль будет симметричной относительно
плоскостей x = 7/2, yale и синусоида симметрична OTHO-
сительно прямых х == */2, у==я/2 выражение (21} перепишем
в этом случае в виде

138



sup dy=———_16Мо5)+
fen(m+)Ont) 1 ЕТ,

ут \] о ит , Vr 4
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2n -+-1 2m1 2n-+- 1 2n--b ГТ

ат" aaУ be узаa +
2n + | по, Эт —-1 тр 2m=1

 
 тУчи=_щаesles,№ mS
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Вторые множители этих двух слагаемых нам известны, OHH
равны 5ир8,. Для вычисления первых множителей вос-

Тен
пользуемся формулой

п

 

 

sink x = sinalvsin vt cosec М.

k=1 2 2 2

В искомой сумме тогда мы получим:

п

aУ, sin y¥——~—- ==4 sin + - 37 x

Zant 2n-+-1 20-1 4 (2n +1)

Xx sin =ИЕ созес— .

4 4(2п 4-1) дп -- 1

При по-со зто вьраженне стремится к 4/ж. Таким образом,
получаем окончательно.

sup dy=| jtsintdt+tN | fMsintdt +
ДЕ“ (3) та

+0(4) +0(-L) (23)

Рассмотрим теперь случай произвольного значения ин:
дексов А и[. В этом случае равенство (21} перепишем в та-
ком виде:
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Точньєе верхние грани козффициентов ах, Oy, Cy будут
равны точной верхней грани козффициентов а, так как их
зкстремальнье функции отличаются от зкстремальной функ-
ции коэффициентов 4; лишь сдвигами на  т/2, что не вли-
яет, в общем случае, на величину коэффициентов.

ИССЛЕДОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ ЛИНЕЙНЫХ

ПРОЦЕССОВ ПРИБЛИЖЕНИЯ

Н. Я. ЯЦЕНКО.

1. Пусть С» обозначает класс непрерывных 2 т --пери-
одических функций.

2Ет
Зададим систему точек кт ,Rk=1, 2,...,.N, N=m(2n-+ 1),

тої, 2,... Тогда полином наилучшего средне-квадрати:
ческого приближения порядка п для функция [(х) имеет вид
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