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Отриманi точна «мультиплiкативна» i точнi «адитивнi» нерiвностi типу Хардi-
Лiттлвуда-Полiа для операторiв у гiльбертовому просторi.
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Получены точное «мультипликативное» и точные «аддитивные» неравенства ти-
па Харди-Литтлвуда-Полиа для операторов в гильбертовом пространстве.
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Have been received exact «multiplicative» and exact «additive» inequalities of Hardy-
Littlewood-Polya’s type for operators in Hilbert space.
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1. Введение

Пусть G — действительная ось R или единичная окружность T = [0, 2π] .
Через L2 (G) будем обозначать пространство измеримых функций x : G→ R
таких, что

‖x‖2 := ‖x‖L2(G) =

ˆ
G

|x (t)|2 dt

1/2

<∞;

Lr2 (G) , r ∈ N, — пространство всех функций x, которые имеют локально абсо-
лютно непрерывные производные x(r−1) и x(r) ∈ L2 (G) ; Lr2,2 (G) = L2 (G) ∩ Lr2 (G).

Хорошо известно [1], что для любой функции x ∈ Lr2,2 (R) выполняется точное
неравенство Харди-Литтлвуда-Полиа

‖ x(k)‖2≤‖ x ‖1−k/r
2 ‖ x(r) ‖k/r2 , r, k ∈ N, k < r. (1.1)
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Неравенство (1.1) эквивалентно семейству аддитивных неравенств

∥∥x(k)
∥∥2

L2(R)
≤ A ‖x‖2

L2(R) +
k

r

(
r − k
rA

) r−k
k ∥∥x(r)

∥∥2

L2(R)
, (1.2)

и для любого заданного A > 0 константа k
r

(
r−k
rA

) r−k
k неулучшаема [2, §5.4].

Неравенство (1.1) (и, следовательно, неравенство (1.2)) выполняется также для
любой функции x ∈ Lr2,2 (T) . Однако, константа k

r

(
r−k
rA

) r−k
k , в отличие от непе-

риодического случая, вообще говоря, не является точной [1]. Задача отыскания
неулучшаемых аддитивных неравенств для функций класса Lr2,2 (T) решена в [2]
(см. также [3, §5.4]).

Данная работа посвящена получению точных неравенств типа Харди-Литтлву-
да-Полиа для достаточно произвольных операторов, действующих в сепарабель-
ном гильбертовом пространстве, а также неулучшаемых аддитивных неравенств
для таких операторов.

2. Обобщение мультипликативного неравенства типа Харди-
Литтлвуда-Полиа

Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство над полем комплексных
чисел со скалярным произведением (·, ·) и нормой ‖x‖ =

√
(x, x). Пусть также

{eν}∞ν=1 – ортонормированный базис в H. Рассмотрим комплекснозначные функ-
ции f и ϕ, заданные на множестве целых чисел, такие, что |f(ν)| = |f(−ν)|,
|ϕ(ν)| = |ϕ(−ν)| для любого ν ∈ Z, |f(ν)| и |ϕ (ν)| не убывают с ростом |ν| и
связанны соотношением

|ϕ (ν)|2 = α
(
|f (ν)|2

)
, (2.1)

где α (t) , t ≥ 0, — выпуклая вверх неубывающая функция, α (0) = 0.
Пусть cν = (x, eν) — коэффициенты Фурье элемента x и

∑
ν

cνeν — его ряд

Фурье.
Определим следующим образом операторы Af и Aϕ. Для x =

∑
ν

cνeν положим

Afx =
∑
ν

f (ν) cνeν , DAf =

{
x :
∑
ν

|f (ν)|2 |cν |2 <∞

}
;

Aϕx =
∑
ν

ϕ (ν) cνeν , DAϕ =

{
x :
∑
ν

|ϕ (ν)|2 |cν |2 <∞

}
.
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Используя (2.1) и неравенство Иенсена, нетрудно проверить, что DAf ⊂ DAϕ .

Теорема 1. Для любого x ∈ DAf справедливо следующее неравенство

‖Aϕx‖2 ≤ ‖x‖2 α

(
1

‖x‖2 ‖Afx‖
2

)
, (2.2)

которое обращается в равенство на любом элементе базиса eν , ν ∈ N.

Доказательство. Для x ∈ DAf с учетом (2.1) получим

‖Aϕx‖2 =
∑
ν

α
(
|f (ν)|2

)
|cν |2 = ‖x‖2

∑
ν

α
(
|f (ν)|2

) |cν |2
‖x‖2 .

К последнему выражению применим неравенство Иенсена (α — выпуклая
вверх функция,

∑
ν

|cν |2

‖x‖2 = 1). Получим

‖x‖2
∑
ν

α
(
|f (ν)|2

) |cν |2
‖x‖2 ≤ ‖x‖

2 α

(
1

‖x‖2

∑
ν

|f (ν)|2 |cν |2
)

=

= ‖x‖2 α

(
1

‖x‖2 ‖Afx‖
2

)
.

Таким образом,

‖Aϕx‖2 ≤ ‖x‖2 α

(
1

‖x‖2 ‖Afx‖
2

)
.

Покажем, что неравенство (2.2) обращается в равенство на любом элементе
базиса eν . Действительно, для x = eν0 будем иметь

‖Aϕeν0‖
2 = ‖ϕ (ν0) eν0‖

2 = |ϕ (ν0)|2 = α
(
|f (ν0)|2

)
=

= ‖eν0‖
2 α

(
1

‖eν0‖
2 ‖f (ν0) eν0‖

2

)
= ‖eν0‖

2 α

(
1

‖eν0‖
2 ‖Afeν0‖

2

)
.

Теорема доказана.

Неравенство (2.2) представляет собой обобщение классического неравенства
Харди-Литтлвуда-Полиа. В частности, в неравенстве (2.2) содержится классиче-
ское неравенство Харди-Литтлвуда-Полиа для периодических функций.
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3. Точные «аддитивные» неравенства типа
Харди-Литтлвуда-Полиа

Рассмотрим задачу получения семейства «аддитивных» неравенств вида

‖Aϕx‖2 ≤ K ‖Afx‖2 + CK ‖x‖2 , (3.1)

точных в том смысле, что для любого допустимого K константу CK уменьшить
нельзя. В дополнение к наложенным в начале п. 2 условиям на функции f, ϕ и α
будем предполагать, что функция f строго возрастает, f(0) = 0, α дифференци-
руема в любой точке t > 0, причем α′ (t)→ 0, если t→ +∞.

Для любого K > 0 можем написать

‖Aϕx‖2 =
∑
ν

|ϕ (ν)|2 |cν |2 =

= K
∑
ν

|f (ν)|2 |cν |2 +
∑
ν

(
|ϕ (ν)|2 −K |f (ν)|2

)
|cν |2 ≤

≤ K ‖Afx‖2 + sup
ν

(
|ϕ (ν)|2 −K |f (ν)|2

)
‖x‖2 =

= K ‖Afx‖2 + sup
ν

(
α(|f (ν)|2)−K |f (ν)|2

)
‖x‖2 .

Для ν = 0, 1, . . . положим γν = |f(ν)|2. Полученное выше неравенство перепи-
шем в виде

‖Aϕx‖2 ≤ K ‖Afx‖2 + sup
ν

(α(γν)−Kγν) ‖x‖2 .

Отметим, что если K ≥ α(γ1)
γ1

, то

sup
ν

(α(γν)−Kγν) = 0.

Поэтому ниже предполагаем, что K < α(γ1)
γ1

.
Рассмотрим последовательность

ψν =
α(γν)− α(γν−1)

γν − γν−1

, ν = 1, 2, . . . .

Из выпуклости функции α следует, что последовательность {ψν} является не-
возрастающей, а из условия α′ (t)→ 0 при t→ +∞ следует, что inf

ν
ψν = 0.

Для ν = 1, 2, . . . , рассмотрим разности

δν = α (γν)−Kγν − α (γν−1) +Kγν−1 =

= (γν − γν−1)

(
α (γν)− α (γν−1)

γν − γν−1

−K
)
.
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Пусть K ∈
(

0, α(γ1)
γ1

)
. Если значение ν0 таково, что

ψν0+1 ≤ K ≤ ψν0 ,

то для ν ≤ ν0 будет δν ≥ 0, а для ν > ν0 будет δν < 0. Отсюда следует, что

max
ν

(α(γν)−Kγν) = α(γν0)−Kγν0 .

Отметим, что при K = ψν0

α (γν0)−Kγν0 = α (γν0)− α (γν0)− α (γν0−1)

γν0 − γν0−1

γν0 =

=
γν0α (γν0−1)− γν0−1α (γν0)

γν0 − γν0−1

,

а при K = ψν0+1

α (γν0)−Kγν0 = α (γν0)− α (γν0+1)− α (γν0)

γν0+1 − γν0

γν0 =

=
γν0+1α (γν0)− γν0α (γν0+1)

γν0+1 − γν0

.

Обозначим через l (K) ломаную с узлами в точках ψν , ν = 1, 2, . . . , которая в
узлах интерполирует значения

γνα (γν−1)− γν−1α (γν)

γν − γν−1

.

Подытоживая сказанное, видим, что справедлива

Теорема 2. При сделанных выше предположениях относительно функций f, ϕ
и α для любого x ∈ DAf имеет место неравенство

‖Aϕx‖2 6 K ‖Afx‖2 + l (K) ‖x‖2 .

Покажем, что константа l (K) для любого K ∈
(

0, α(γ1)
γ1

)
неулучшаема. Возь-

мем произвольное K ∈
(

0, α(γ1)
γ1

)
и выберем ν0 так, чтобы ψν0+1 6 K 6 ψν0 . Для

x = eν0 будем иметь

‖Aϕx‖2 = ‖Aϕeν0‖
2 = |ϕ (ν0)|2 = α

(
|f (ν0)|2

)
=

= K |f (ν0)|2 + (α (γν0)−Kγν0) ‖eν0‖
2 =

= K ‖Afx‖2 + l (K) ‖x‖2 .
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