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In this paper the author proves a theorem on the absolute Voronoi summability of a
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1. Пусть функция p(t) интегрируема на [0, y], y > 0, и P (y) =
ý

0

p(t)dt 6= 0.

Пусть функция f(u) интегрируема на каждом конечном промежутке [0, A],

A > 0, и S(t) =
t́

0

f(u)du.

Говорят, что интеграл
∞́

0

f(u)du суммируется методом Вороного [1], |W, p(y)| –

суммируем, если
∞́

0

|τ ′(y)|dy <∞, где

τ(y) =
1

P (y)

yˆ

0

p(y − u) · S(u)du =
1

P (y)

yˆ

0

P (y − u) · f(u)du.

Отметим, что в иностранной математической литературе этот метод называют
методом Нерлунда, хотя Нерлунд рассмотрел его 18 лет спустя после введения
этого метода Г.Ф. Вороным [2].

Если p(t) = tα−1, α > 0, метод Вороного превращается в известный метод
Чезаро, (C, α) – метод, α > 0 [3].
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Пусть функция f(u) ∈ L(−∞,∞). Интеграл Фурье этой функции есть

1

π

∞̂

0

du

∞̂

−∞

f(t) cosu(x− t)dt =

∞̂

0

A(u, x)du.

Мы пишем φ(t) =
1

2
{f(x+ t) + f(x− t)− 2f(x)}; Φ(t) =

t́

0

|φ(u)|du.

2. В настоящей статье доказывается следующая теорема.

Теорема 1. Если дважды непрерывно дифференцируемая функция λ(y) такая,
что λ′′(y) ≥ 0,

∞̂

0

λ(y)

y + 1
(ln(y + 1))

1
2 dy <∞ (0.1)

и

Φ(t) = O

(
t

(
ln

1

t

)k)
, k ≥ 0, когда t→∞, (0.2)

тогда интеграл Фурье с множителем

∞̂

0

λ(y) · P (y) · A(y, x)

(y + 1) (ln(y + 2))k
dy

|W, p(y)| – суммируем в точке t = x, где p(y) и −p′(y) — обе неотрицательные
и невозрастающие функции, а функция f(t) ∈ L(−∞,∞) и является функцией
ограниченной вариации на (−∞,∞).

Как частный случай из теоремы 1 получаем теорему об абсолютной суммиру-
емости факторизованных интегралов методом Чезаро.

Теорема 2. Если дважды непрерывно дифференцируемая функция λ(y) такая,
что λ′′(y) ≥ 0, и выполняются условия (0.1) и (0.2), тогда интеграл Фурье с
множителем

∞̂

0

yα · λ(y) · A(y, x)

(y + 1) (ln(y + 2))k
dy

|C, α| – суммируем, 0 ≤ α < 1, где функция f(t) ∈ L(−∞,∞) и является функ-
цией ограниченной вариации на (−∞,∞).

3. Для доказательства теоремы 1 нам понадобятся следующие леммы, предпо-
лагая, что функция f(t) удовлетворяет условию теоремы 1.
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Лемма 1. Если

Φ(t) = O

(
t

(
ln

1

t

)k)
, t→ 0, k ≥ 0,

тогда
yˆ

0

[S(u, x)− f(x)]2 du = O
(
y (ln y)2k+1

)
, y →∞,

где S(u, x) =
ú

0

A(z, x)dz.

Доказательство. Интеграл
∞́

−∞
f(t) cos z(x−t)dt сходится равномерно в любом

конечном промежутке изменения z, так как |f(t) cos z(x− t)| ≤ |f(t)|. Поэтому

S(u, x) =
1

π

uˆ

0

dz

∞̂

−∞

f(z) cos z(x− t)dt =
1

π

∞̂

−∞

f(z)dz

uˆ

0

cos z(x− t)dt =

=
1

π

∞̂

−∞

f(z)
sin z(x− t)

z
dz =

1

π

∞̂

0

[f(x+ z) + f(x− z)]
sinuz

z
dz,

так что

S(u, x)− f(x) =
1

π

∞̂

0

[f(x+ z) + f(x− z)]
sinuz

z
dz − 2

π
f(x)

∞̂

0

sinuz

z
dz =

=
1

π

∞̂

0

φ(z)
sinuz

z
dz.

Далее

yˆ

0

[S(u, x)− f(x)]2 du =
1

π

yˆ

0


1
yˆ

0

φ(z)
sinuz

z
dz +

∞̂

1
y

φ(z)
sinuz

z
dz


2

du =

=
1

π

yˆ

0


1
yˆ

0

φ(z)
sinuz

z
dz


2

du+
2

π

yˆ

0


1
yˆ

0

φ(z)
sinuz

z
dz ·

∞̂

1
y

φ(z)
sinuz

z
dz

 du+

+
1

π

yˆ

0


∞̂

1
y

φ(z)
sinuz

z
dz


2

du = I1 + I2 + I3.
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Оценим каждый из этих интегралов.
Мы имеем неравенства

| sinuz| ≤1 для всех значений z,
| sinuz| ≤uz для всех z ≥ 0.

(0.3)

В силу (0.3) и (0.2) имеем
1
yˆ

0

φ(z)
sinuz

z
dz


2

≤ u2


1
yˆ

0

|φ(z)|dz


2

= O

(
u2 1

y2
(ln y)2k

)
,

так что

I1 = O

 1

y2
(ln y)2k

yˆ

0

u2du

 = O
(
y (ln y)2k

)
.

Интегрируя по частям, получаем

δˆ
1
y

|φ(z)|
z

dz =
Φ(z)

z

∣∣∣∣δ
1
y

−
δˆ

1
y

Φ(z)

z2
dz = O

(
(ln y)k

)
+O

(
(ln y)k+1

)
= O

(
(ln y)k+1

)
,

а

yˆ

0

du

∞̂

δ

φ(z)

z
sinuzdz =

∞̂

δ

φ(z)

z
dz

yˆ

0

sinuzdz =

=

∞̂

δ

φ(z)

z2
dz −

∞̂

δ

φ(z)

z2
cos yz dz = O(1) + o(y).

В виду полученных оценок имеем

I2 = O

(ln y)k

y
· (ln y)k+1 ·

yˆ

0

udu

 = O
(
y · (ln y)2k+1

)
.

Так как f(±∞) = lim
t→∞

f(t) = 0 [5], то I3 = O(y). Лемма доказана.

Лемма 2. При выполнении условий леммы 1 имеем

yˆ

0

|S(u, x)− f(x)|du = O
(
y(ln y)k+1

)
.
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Доказательство следует из неравенства Гельдера и леммы 1.

Лемма 3. Если

tˆ

0

|φ(u)|du = O

(
t

(
ln

1

t

)k)
, k ≥ 0 (t→ 0),

тогда
yˆ

0

|S(u, x)− f(x)|
u+ 1

du = O
(
(ln(y + 1))3/2+k

)
.

Доказательство. Интегрируя по частям, получаем

yˆ

0

|S(u, x)− f(x)|
u+ 1

du =
1

y + 1

yˆ

0

|S(z, x)−f(x)|dz+

yˆ

0

du

(u+ 1)2

uˆ

0

|S(z, x)−f(x)|dz =

= O

(
y(ln y)

1
2

+k

y + 1

)
+O

 yˆ

0

u(lnu)
1
2

+k

(u+ 1)2
du

 = O
(

(ln y)
1
2

+k
)

+O

(ln y)
1
2

+k

yˆ

0

du

u+ 1

 =

= O
(

(ln(y + 1))
1
2

+k
)

+O
(

(ln(y + 1))
3
2

+k
)

= O
(

(ln(y + 1))
3
2

+k
)

в силу леммы 2. Лемма доказана.

Лемма 4. Если

yˆ

0

|σ(u)|
u+ 1

du = O
(
(ln(y + 1))3/2+k

)
, σ(u) =

uˆ

0

f(t)dt,

и

S(u) =

uˆ

0

f(t) · (ln(t+ 2))−
1
2 dt,

тогда
yˆ

0

|S(u)|
u+ 1

du = O
(
(ln(y + 1))3/2+k

)
.

Доказательство. Интегрируя по частям, получаем

S(u) =

uˆ

0

f(t)(ln(t+ 2))−
1
2dt =

σ(u)

(ln(u+ 2))
1
2

+
1

2

uˆ

0

σ(t)dt

(t+ 2)(ln(t+ 2))
3
2

,
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так что

yˆ

0

S(u)

u+ 1
du =

yˆ

0

σ(u)du

(u+ 1)(ln(u+ 2))
1
2

+
1

2

yˆ

0

du

u+ 1

uˆ

0

σ(t)dt

(t+ 2)(ln(t+ 2))
3
2

и

yˆ

0

S(u)

u+ 1
du ≤ 1

(ln 2)
1
2

yˆ

0

|σ(u)|
u+ 1

du+
1

2

yˆ

0

|σ(t)|dt
(t+ 2)(ln(t+ 2))

3
2

yˆ

t

du

u+ 1
=

= O
(
(ln(y + 1))3/2+k

)
+O

ln(y + 1)

yˆ

0

|σ(t)|
t+ 1

dt

 =

= O
(
(ln(y + 1))3/2+k

)
+O

(
(ln(y + 1))1/2+k

)
= O

(
(ln(y + 1))3/2+k

)
.

Лемма доказана.
4. Перейдем к доказательству теоремы 1.
Доказательство теоремы 1. В [4] доказана следующая теорема.
Теорема А. Если дважды непрерывно дифференцируемая функция λ(y) та-

кая, что λ′′(y) ≥ 0,
∞̂

0

λ(y)

y + 1
(ln(y + 1))

1
2 dy <∞

и
yˆ

0

|S(u)|
u+ 1

du = O (ln(y + 1))k+1 , k ≥ 0,

тогда
∞̂

0

P (y) · λ(y) · f(y)dy

(y + 1) (ln(y + 2))k+ 1
2

|W, p(y)| – суммируем, где p(y) и −p′(y) – обе неотрицательные и невозраста-
ющие функции.

Применяя теорему А к нашему результату, мы видим, что в роли f(y) высту-

пает
A(y, x)

(ln(y + 2))
1
2

, в роли S(u) выступает
ú

0

A(z, x)

(ln(z + 2))
1
2

dz, в роли σ(u) выступает
ú

0

A(z, x)dz.
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Рассмотрим

yˆ

0

σ(u)

u+ 1
du =

yˆ

0

du

u+ 1

uˆ

0

A(z, x)dz =

yˆ

0

S(u, x)

u+ 1
du =

=

yˆ

0

S(u, x)− f(x) + f(x)

u+ 1
du =

yˆ

0

S(u, x)− f(x)

u+ 1
du+ f(x)

yˆ

0

du

u+ 1
.

Далее

yˆ

0

|σ(u)|
u+ 1

du ≤
yˆ

0

|S(u, x)− f(x)|
u+ 1

du+ |f(x) · ln(u+ 1)| =

= O
(
(ln(y + 1))3/2+k

)
+O (ln(y + 1)) = O

(
(ln(y + 1))3/2+k

)
в силу леммы 3.

Применяя лемму 4, получаем, что

yˆ

0

|S(u, x)|
u+ 1

du = O
(
(ln(y + 1))k+1

)
, k ≥ 0 (y →∞),

т. е. выполняются условия теоремы А, что завершает доказательство теоремы 1.
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