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Розглянуто деякi нескiнченнi групи, скiнченно породженi пiдгрупи яких або пе-
реставнi або слабко пронормальнi
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Рассмотрены некоторые бесконечные группы, конечно порождённые подгрупы
которых или переставные или слабо пронормальны.

Ключевые слова: Слабо пронормальные подгруппы, переставные подгруппы, ко-
нечно порождённые подгруппы, обобщённый радикал.

The considers some infinite groups whose finitely generated subgroups are either
permutable or weakly pronormal.
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ПiдгрупаH групи G називається пронормальною, якщо для будь-якого елемен-
та g з G пiдгрупи H i Hg спряженi в 〈H,Hg〉. Введемо тепер ослаблений аналог
поняття пронормальностi. Пiдгрупа D групи G називається слабко пронормаль-
ною, якщо для будь-якого ∈ G пiдгрупи D i Dx спряженi в D〈x〉 , тобто Dx = Du,
u ∈ D〈x〉. Пронормальна пiдгрупа буде слабко пронормальною, зворотне не вiрно.

Природним узагальненням нормальних пiдгруп є переставнi пiдгрупи. Пiд-
група H групи G називається переставною, якщо HK = KH для кожної пiдгрупи
K ∈ G.

В цiй статтi розглядаються групи, всi пiдгрупи яких або переставнi, або слабко
пронормальнi. Бiльш того, розглядається бiльш загальна ситуацiя - групи, скiн-
ченно породженнi пiдгрупи яких або переставнi, або слабко пронормальнi.

Теорема 1. Нехай G - локально узагальнена радикальна група, скiнченно пород-
женi пiдгрупи якої або слабко пронормальнi або переставнi. Якщо G - не перiо-
дична, то кожна пiдгрупа в G - переставна.

c© Т.В. ВЕЛИЧКО 67



Т.В. ВЕЛИЧКО

Доведення. Нехай D - локально нiльпотентний радикал в G, i нехай T = Tor(D).
Припустимо спочатку, що D 6= Tor(D). Якщо r0 > 2, то G - абелева [2, Пропо-

зицiя 2.9]. Якщо r0(G) = 1, то наше твердження випливає з [2, Пропозицiя 2.11].
Припустимо тепер, що D - перiодична. З [3, Лема 1.5 та Наслiдок 1.4] випливає,
що G - розв’язна. Оскiльки G - не перiодична, G/D - не перiодична. [2, Наслiдок
1.4] показує, що G/D - абелева.

Маємо D = Drp∈∏(T )Dp, де Dp - силовська p- пiдгрупа в D. Припустимо, що
D - абелева. Нехай p ∈

∏
(D) i покладемо Qp = Drp∈∏(T ),q 6=pDq. Зауважимо, що

D/Qp
∼= DpQp/Qp

∼=G Dp. Розглянемо наступну фактор-групу G/Qp. Тодi D/Qp -
абелева p-група. Кожна скiнченно порожена пiгрупа в G/Qp - або слабко пронор-
мальна або переставна. Нехай L/Qp - локально нiльпотентний радикал в G/Qp.
Тодi за [2, Лема 2.6] G/L - скiнченна циклiчна група порядку, що дiлить p − 1.
Нехай aQp - довiльний елемент з L/Qp. [2, Лема 2.5] показує, що кожна пiдгрупа
в D/Qp - G-iнварiантна, так що якщо a ∈ D, то 〈aQp〉 - G-iнварiантна. Якщо a не
належить D, тодi пiдгрупа 〈a〉 - слабко пронормальна в G. Це означає, що 〈aQp〉 -
слабко пронормальна в G/Qp i, отже, в L/Qp. Використовуючи [2, Наслiдок 1.2],
отримуємо, що 〈aQp〉 - нормальна в L/Qp, зокрема, 〈aQp〉 - субнормальна в G/Qp.
Будучи одночасно субнормальною та слабко пронормальною, 〈aQp〉 - нормальна в
L/Qp. Отже, кожна циклiчна пiдгрупа в L/Qp є G-iнварiантною.

Оскiльки G/Qp - не перiодична i G/L є скiнченною, то L/Qp - не перiодична.
Група L/Qp породжується своїми елементами нескiнченного порядку. Цi елементи
належать до центру G/Qp. З iншого боку, оскiльки G/Qp - розв’язна, L/Qp мiстить
його централiзатор, так що G = L. Iншими словами, G/Qp - локально нiльпотентна
i не перiодична. Кожна пiдгрупа в G/Qp є нормальною. Будучи не перiодичною
дедекiндовою групою, G/Qp є абелевою. Оскiльки це справджується для кожного
простого p, то з рiвностi 〈1〉 =

⋂
p∈

∏
(T ) Gp випливає, що G є абелевою.

Припустимо, що D не є абелевою. Тодi iснує таке просте p, що Dp - неабелева.
За [2, Наслiдок 1.6], кожна пiдгрупа в D є переставною в G. Це означає, що Dp

- нiльпотентна та обмежена. Нехай Cp = [Dp, Dp], Rp = QpCp. Тодi D/Rp є абеле-
вою p-групою. Повторюючи мiркування, отримаємо, що G/Rp - абелева. Маємо:
[D/Qp, D/Qp] = [DpQp/Qp, DpQp/Qp] = [Dp, Dp]Qp/Qp] = CpQp/Qp = Rp/Qp.

Таким чином, (G/Qp)/[D/Qp, D/Qp] - абелева, i з того факту, що D/Qp є
нiльпотентною, слiдує, що G/Qp також нiльпотентна [1, Теорема 7]. За [2, На-
слiдок 1.6], кожна пiдгрупа в G/Qp є переставною. Оскiльки G/Qp є не пе-
рiодичною, то Tor(G/Qp) - абелева [4, Лема 2.4.10 i Теорема 2.4.11], зокрема,
Dp
∼= DpQp/Qp = D/Qp - абелева. Це останнє протирiччя завершує доведення.
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