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на каждом отрезке [Х:, 2+, ], с-д.из

1 * _ 4 5 (5)led RUSS(F,) = ut his, Leone +O (hoon).
Справедливо также следующее утве,ждение, являющееся аналогом тео-
ремы 3.

Теорема 5. Пусть

І
5 (7:4 7 7!) 4,
i 1 = fr+2 дріт чи ++ )

и сплайн RHSS(8x) - сплайн вида (10) при Pray?
Тогда

 

-2

—

1+ = ct "г .

 

RHSs* (4, Фа), баб, пед

ера Xen) = (Хо) , (бут,

"и сплайн ВНС* (fx) является асимптотически наилучшим ( в том же
смысле, что и сплайн в теореме 4) среди всех спхайноз вида (10)

при Й+у.=94, и при этои для любой функции (х)е 6.5 (хе, +]
справедльво соотношение

dfx) - RHS,*(#,x) ие histe cate + of hos А ) .

>
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0 НАИЛУЧШЕЙ КВАДРАТУРНОЙ ФОРМУЛЕ ВИДА
и

№Но») на кАссЕ УИН“

Пусть \Н” - класс 2 -периодических функций, 7-я
производная которых удовлетворяет неравенству|fa). Pty) |<
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& u( |x- ЧІ), гав «9 СЕ) ззаданн.й модуль непрегивности, Для
кечётных + и выпуклого модуля непрерывности (Є) в работе [1]
доказано, что наилучшей квадратурной формулой на классе \\/*Н“®

n-4
явіявтся формула ггрямоугольников РЕ Ух... ae

Е доказательстве иопользу`тоя метод ) -MepecTAHOBOK, вв^денный
Е.Л. Юрнейчуком. Однако метод >, -перестановок перестаёт рабо-
тать в случае, когда. экстремальнаяфункция, на г торой достигается

Sup Громко вan 7 p ( 2a|
{ЕН

НЕ? обладав" некоторыми просчыми свойствам" симметрии. Так, напри-
чер. будет для класса На У/""Н? (| шо -випуклнй модуль непрерыв-
ность).

Совериенствуя метод У, -перестановок, доказиваєм,7
формула прямоугольников является оптимальной на классе \/2Н“
( м -выпуклый модул. непрерывности). Дяя этого рассмотрим неотри-
цательную 27/„ - периодическую функцию Рн,2 (х) , обрацающую-
ся в нуль в нуле и таку., что

Над ах - 21 У іа. =
Кга

 

?

Sup,

зе му?

Из работ [2 - :4 следует, что +,2 зчётная ° на от-

резка [0, №]. имеет вид фк.ч (хаца. У, где

bw fpce)-t at , х є Со, с),

     ь дах.

 

цс “x
-ы(&-4) ДЕ, хе [0, Е]
с

(° -точка минимума функцтя

Dr (x)= Da (nede- 2, SHER,
К=4 к

.Тунічня p(t) при Се Г9,С) определяется равенством De (t) =

=D, (РФ), pit} в [с, чн). Функция P(t) - обратная к функ-

ции p(t), У = некоторая постоянная,
Пусть te - нуль функции Ё#4 (х) на интервале (9, /»).

Положим ЧЕ) з фу, (б)

0

для зе|, 6), ЧО фо (с
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(2)для хе фо и 4) = фо (Л/л) для х» З. - р. . Для заданной
системи точек 5, «5, 4: ек 8,4 211, следуя работе [1], по-
строим 293 -перидическую функциз і (+) ‚ определённую на от-
резке [$‹, $:+1 | следующим образом:

Г ии {¥{-t+4), ¥ (t- Siss)f если | нечётно ?

H(t) |
мах} Фін), ЧЕ), если 4 чётно, 0

Очевидно, что $. (0) є Н" , обозначим через М и множество функци:.
вида, (Г. в среднем равных нулю. Йножество ЇМ « непусто, например,
na ем, . Через Ми (121,2) обозначим множество *-х пе

риодических интегралов г> средним значением, равным нулю HB
(о, ах) ‚а через | И! - норму функции К в пространстве
І. Со, 27) . Для функции fe МО положим

себе,кору яні,
Имеет место следуюца;. лемма. , 2

Jemma I. Для любой функции 2(t)eM, (Ру в Peo (tra )}

выполняется геравенство siz lw? ||, t.e. Се(2)»1 .

доказательство. Пусть До {х:[$,, +21]: 7х) >04,
Аь = { [90,21: 2 (х)>0 « Будем очитать, что мАзмА. (в пр^тив-
ном случае следует расом. греть множества, на которых функции от-
рицательн..). Легко получить неравенство:

і рвав» Гу, оф,
из которого следует лемма І. , 2)

Лемма 2. Для любой фунични реє М, Сі фаз 4+4)
выполняется неравенство |[> Со на i).

Jorasateasctso, Tak xak Ha [ Xv, Xy4,] dynmuma f(x) монотон-
Ha, TO

2, Xe

НИ» 2, | а -Е, хин =2.+21)
Val xy 2

где dy ~ KOHCTAH 2 найз ме: › приближения функции + в метри-

xe на отрезке [ay Хун] ‹ По»гому достаточно показать, что
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1 ot О |
» Со іВИ> Со | на Ї, | (2)

где ds 9-3, на интервале (ay, Хун) . В силу симметричности гра-.
фика функции 2 _на \5%, Ху+' }  относителжно прямой > [и]

/

грарик функции і симметричен на М у, Хун ) относительно ‚очки
і.

Х= >\Ху+. +5} . Чтобы доказать неравенство (2), строим ин-
тегралы от функций | | п[ по множествам, на которых либо Т»о

г
и ‘из 20 , либо Р'«0 и фра «0 ‚ Пусть А= (хви, Хау),

и о. om .

Ао= Оу(уч, ау) - множества, на которых 7'>0 и а >0.
Определим Функцию

hy [=(>)= 7 7 (Хе Хгуч), xe Го, 4 (Xaver + зу),

0, x¢[o 5 (Же чая)],

Ио (х) = hy [ ie, x},

Тогда

-y Рано) є Ущек)=
2х умXay~AX2y-4 »

и

2. hy (x
У

з йо(| Со но (ж). ©
Неравенство (3) - строгое на множезтве положительной меры.

2 to- min |Хгу-- гу | . Кроме того,
| ал. то
ныеУ=УИи.
уза о. 0

Поэтому для любого xce[o, to] ‚, учитывая (9), имеем

у hy (x) 5» Со й ho(x).

им

Это неравенство означает, что,

р > ne Лав:{[Pal dt co |№, 69

Аналогичное неравенство имеет место для игегралов от ІТ (t) | и

а(по множествам, где ТО и Ро 20 . йемма доказана.
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Обозначим через P[Px) -
С. 132-149]), Имеет место лемма,

Лемма 3, Пусть Ге М. Тогда для любого X выполняетсянеравенство
х

Я

| Фірюавас, ЇФІР,, бак, і
TAe - НІ Ween, all.

Доказательство. Пустьаудазательство.

2 -перестановку функции (ся. Г5,

2h

рих)= 5,Фі), Ф(ах)=2. $ (2.
K=1

Если м(зиррЧеу» З , то 9. Фіз8. 4$,(+) для СЄ (о, ©].

_ Воли же № (зар 4; = 4 І , то

fo 4. й +) o«t < of,

Hel: {ee9, trad.
Отоюда и из темчи 2 следует, что

($, о) < с, (иа, 0) (=)

и для любого Же lo, т]

[| < с (Фа | (6)
Из соотношений (5) и (6) получаем (4),
Пусть функция fy Е МЕ принимает равные минимальные зна-

чения в заданной системе узлов Ха 2, боб, In | ‚ (Такая функция
Р существует в силу теоремы 3.Т из [Г].) Положим

тр, Ja= fara bin fine
2лкЛенна 3. Дян я Зой системи ,злов Х-| ди. Xm} (wee EE + const]имеет место неравенство

2л чі

еси да.
Из леччі 4 cpasy следувт теореча,
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Теорема, Формула прямоугольников являєтся оптичальной на клас-
W/*H™ среди всех квадратурних формул вида
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@ ПРИБЛИЖЕНИИ НЕПРЕРЕЗНЫХ ФУНКЦИЙ КУСОЧНО-Н ЕПРЕРЫВНЫМИ

обозначим через \/*"Н“ [-Я,Я] (1=01,..°Ны=Нь) иножество
непьерывных 21 -периодических функций #х) таких, что (Р'Зх)є
&ш(х) (осхет, р?- ф) , где w(x) = заданный модуль непрерыв-
носи. Пусть хих КУда ки (к2 0,11, ,хм) , 25 -периодическую
функцию 52 (Р?х) назовім интерполяционньм сплайном порядка 2 ,

воли ца каждом промежутке (ху о № хиЙо) она являєтся полиномом
Лагранжа второй степени, интерполируртим функцию f(x) в точках
кк, Хи, Хе (в точках разризв полоким Ф(х)х (Осно) На-о)/з),

Теорема, Для любого вьипуклого вверх модуля непрернаньчти

имсот место равенства

sup РУ ба (Ра за) + ши; с

$e Hui,") oo CF chs
о. 2 оо = —— + 5

ос ба (Ра

=

725 Jwierd 5 ая 0)

б"зая идея рассуждений, приведенні Х в данной теореме, принях-


