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Об аппроксимации непрерывных функций кусочно-
постояннымив интегральных метриках

Получена оценка сверху наилучшего приближения классов Н“[аЪ| кусочно-

постоянными функциями по равномерному разбненню в метриках пространств

1[а,6], порождаемых непрерывными неубывающими, в нуле равными нулю

функциями ф. Исследуются классы функинй ф, для которых полученная оценка

является точной для всех выпуклых модулей непрерывности.

Пусть в дальнейшем везде ф.В,>К.-непрерывная неубывающая

функция, ф(0)=0.
[аъ] — множество функций Ё таких, что

| еа сора<

Будем пользоваться обозначением

ВХ ыаы= [20 ЛСВах.

Если Ф(х)=хР, 15р<оо, то [лаз есть [ма— нормированное пространство
функций, интегрируемых в р-й степени, а ||ч+вь в этом случае есть р-я
степень нормы|!а,где

Уpan |ИР «| 7 (1

‚. Для 0<р<1 под ||а будем понимать(1).
| Пусть ©(Ё®) - модуль непрерывности функции ГєСпа.

Н°в5- класс функций, у которых модуль непрерывности не превосходит

заданного модуля непрерывности сх). ,

В случае, когда речь идет о 2х-периодических функциях, мы будем
говорить о множестве |

©’Черницкая О.В., 1998
4.
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L, = {7 : f(a422)= f(a, [ ol) far < 2)

“норме”

І Пре Гей Од Пак

и классе функций

з (3: Дод) з ГО,Ду) s a}

Пусть бо) - стандартная функция [3,c.288], определенная при каждом
фиксированном п-=1,2,... следующим образом:

-5%[=- 2 05155
=" о

зам) доки.
п 2п п

(2)

Ло (Фу я дл) з f,(O30).

Отрезок(а,Б) разобьем точкамиїкга-Кіж (К70,1,...М). Вм=(6-а/М — длина
отрезка разбиения. Пусть on(fit) -—  кусочно-постоянная  функция,
определяємая равенствами:

"МТ;== Хоа, пери, KHLМ; фу (за) є ГА). ;
>

Н. П. Корнейчук доказал следующую теорему[3,с.333].
Теорема. Каков бы ни был модуль непрерывности со), при 0<р<3

справедливо неравенство

sup | f(O)- byFiO? dt <2?Nfora.
felЧа,5] а

которое обращается в равенство для всех выпуклых вверх с).
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Н. П. Корнейчук доказал также, что при р>3 существует выпуклый вверх

модуль непрерывности (І), для которого неравенство (4) неверно.

Доказательство этого утверждения содержитсяв [1, с.106-112].
Теорема Н. П. Корнейчука вытекает из следующей леммы[3,с.333-335]

или [1. с.107-103]. |

‚ Лемма, Если

feCla,b] u Рош =0,

то при 0<р<3 справедливо точное неравенство

| лом а 27 [уда
При доказательстве зтой леммь: Н.П.Корнейчук пользовался следующим

специфическим свойством функцииХР.
Утверждение. При всех и>0 и 0<р<3 справедливо неравенство

22 (и? +u)s(i+u)?", (3)

которое при р>3 для некоторого и->0 уже не выполняется.
Доказательство этого утверждения можно найти в [2,с.225] или

[1,c. 108-109]. |
Мы покажем, что справедлив аналог теоремы Корнейчука в случае, когда

рассматривается более широкая, чем [ыа5} шкала “пространств” Lefa.b).

При этом вместо неравенства (3) появляется неравенство для функцииф.
Основной результат статьи сформулируем в следующей теореме.

Теорема: 1. Если функция ф(х) для любых х,у ЕК. удовлетворяет-
неравенству

 

| x+ддрау > (4)

то, каков бы ни был модуль непрерывности ($), справедливо неравенство

Ay 1

sup I f-by(/leens4око (5)
0 .ЛЕН*[а,6}

Для выпуклых вверх модулей непрерывности 0©(®) неравенство (5)
обращается в равенство.

Если же ф не удовлетворяет неравенству (4), то существует выпуклый

вверх модуль непрерывности 0({), для которого (5) не имеет места.

Тот факт, что (5) имеет место, если ф удовлетворяет условию (4),вытекает
из аналога леммыН. П. Корнейчука.
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Лемма 1. Пусль

ХЕ С[а,6] и[roa 0,

для ф< выполнено (4). Тогда

Їжара< fatлоб

_ При доказательстве этой леммы мы. следуем  рассуждениям

Н.П.Корнейчука. Приведем доказательство с целью показать, как
используется неравенство(4).

‚Доказательство. '. Рассмотрим сначала простейшую ситуацию, когда
почти всюду &@©)>0 (£(t)<0) Ha(a, а)и почти всюду &{)<0 (f(t)>0) wa (5, Б), где

a<a'<b'<b; f(t)}=0 mia te[a’,b’].
Положим

PO|гами ПРРРУЧИ

| Введем р(®) равенством F(t)=F(p(t)), as<t<a'<b' < p(t) <b, так, что

f(t}=f(p(t)) p'(t), a<t<a’.

foFOdde = fod FO Da + fod FO) dat

Во втором интеграле выполним замену переменной t=p(z):

fod Fe Dat = fot F0 Dat - fod Fol)p'at =

= fod JOD +00 FO)D1 P'O ра

Для оценки подынтегрального выражения будем использовать
неравенство(4) |

ASOD +00 FOO) POF

= al Fe) I р"(г)(РИ) DIPOr

ФФФФУрбр+

 

“Tfoo

Зі



+1 f(p)) I pO) 1 ed FP) D} Ss

<
| f(e@)|

анОНО

“ак как а<{<а’, то >00, Кр(0)<0,и, следовательно,

OMIAFOOL| _
2

РЕК2")boy

КОлоб)ne$ а'

[Фа лора < [а-Ро» >

а " ' b-a

«Гаяожокрafd =josolf:а

Теперь рассматриваем общий случьй. Без потери общности можем
считать КЕ) ломанойбез горизонтальных звеньев [2,с.158]. Выделяемна[a,b]
попарно непересекающиеся интервалы(акк) такие, что

Е(а,)=Е(,), |FMP0, a <t<b, &=1,2,...,5.

Заметим,что метод исчерпывания, предложенныйН.П. Корнейчуком для

случая ф(=Р (см., напр., [3,с.322-323]), применимдля любой функции ф из
нашего класса. Поэтому

|©Л)< ) |5кор =,

Тогда |

| (| F(t) dt = Уfoc Га) аг «
k=) а

«5 Й«деориєЙдеморо

в силу монотонности ©(Ё1) и Ф(Т). Лемма доказана.

$.
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Так как непосредственная проверка выполнимости для функции ф

неравенства (4) может быть затруднена, мы предлагаем некоторые

достаточные условия, гарантирующие выполнение неравенства (4) для

функции @. |
Утверждение1. Если функция ф (х) выпукла вверх для е [0, со), то

для нее справедливо неравенство(4).

| Доказательство. Возьмем произвольные x, y К, . Пусть для

определенности <у. |

  

хз,x+y кчумі >9%)        

 

                      
. . х т

= ¥O(x)+xO(y)+—

Утверждение 1 доказано. й
Пусть Іліа,р| - пространство измеримьхх по Лебегу, почти всюду

конечных функций, заданных на отрезке [а6] , с топологией сходимости по
мере

2

b

ПЕ:= J 9(|f(u))) du, o(t)=——

(см., напр., [4, c. 442],

Из угверждения | в силу выпуклости вверх функции ф @= t/(1+t)
‚ получаем такое следствие: для любого модуля непрерывности @ (t)

{ЕК
сні *

sup 1-м(оба.
РЕН" [а,5]

Таким образом, неравенство(5) теоремы1 справедливо, в частности. и для
пространства L,[a,b].

’ Утверждение 2. Пусть

- #0 x ER, \{0}. о -      

Если ф (х) выпукла вверх для xe (0,0), то для ф (x) справедливо
неравенство(4).

Доказательство. Неравенство (4) в терминах функции ф выглядит.
следующим образом:

 

 

, (x+y) x+y1)+6) < 20423),

133



  

ода ФО) ху{=> 6
(x+y)? 22 (+ yy

Ho это неравенство справедливо, так как (x) выпукла вверх и,

следовательно,

 

95) +607 - [+ 4% gy
2 (x+y)

Утверждение2 доказано.

Н. П. Корнейчук, доказав справедливость неравенства (3), для рЕ[0,3}],

тем самымдоказал, что неравенство (4) справедливо для функции O(x)=x°

для всех ре[0,3].

Заметим, что для функции ф(х)=х? справедливость неравенства (4)при

рЕ[О,1] следуел из утверждения1, а при рЕ[1,2] из утверждения 2..

Преобразуем неравенство (6) к другому виду. Для этого выполнимв (6)

замену переменных х=2-В, уг21й, (220, 0«Р):

(2? —h? (p(s — A) + G(s +A) S$ 22°G(2),

(2? —h? )(@(z — A) + O(z + 4) - 24(z)) S 2h?G(z).
Обозначим

4,$(2) = 6(=-1)+$(2+1)- 2$(2).
Тогда

А,6(2)(т <2¢(z) = (7)

Устремим В в (7) к нулю и получим следующее необходимое условие

выполнимости неравенства(4). —

`Утверждение 3. Пусть функция $(2)=6(2)/7т, геВ.\{0} такова, что для

всех 2>0 существует конечная вторая производная ф"(2). Если функция ф

_ удовлетворяет неравенству (4) для любых х,уЕВ., то для любого70

2ф'(2) 8 22). (8)
Из утверждения 3, в частности, следует, что для функции ф(х)=х?при р>3

неравенство (4) не имеет места (установленоН. П. Корнейчуком).

Покажем, что показатель р=3 является критическим в более широкой, чем

" Іріаьр шкале пространств 1/5). Для этого рассмотрим функции вида
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Фікусa(x), xeRs, rue Q(x}30 MpH x—~o. При этом под производной

функции о(х) в точке 0 будем понимать ..

him a(h)- a0)
h>40 h

Теорема 2. Для функций (x)=x°a(x), ХЕК, таких, что а(х) не убаізаєт и

имеет непрерывную вторую производную, неравенство (4) не имеет места.

Доказательство. Для функции ф (х)=х`о(х) неравенство(8) имеет вид |

"4а"(хунха"(х)є0. (9)

Так как a(x) He yOnmaer, To a'(x)20. Torna из (9) следует, что а"(х)<0 и,

значит, а(х) вьшукла вверх. Переходя в (9) к пределу при х-»0, получим

a'(0)<s0. Tak kak aia xER+ а«(х)2 0, то делаем вывод, что а(0)=0. В силу

непрерывности с''(х), о(х) есть константа прихе [0,=] для некоторого малого

5. Нас не интересует тривиальный случай: о(х)=сопз{ для хеК+. Но тогда

о(х) не может одновременно быть константой для хе [0,5] и быть выпуклой

вверх для хеК. Получили противоречие. Следовательно, для o(x)=x"a(x)
неравенство (8) не выполняется. Тогда, в силу утверждения 3, неравенство

‚ (4) для Ф(х) неверно.

| _. Teopema 2 доказана.

В частности, функция ф(ху=хш(х+1) удовлетворяет условию теоремы2.

Следовательно, не только для множеств [аъ где O(x)=x?™, но и для діа;

где Ф(ху-х(хо 1), неравенство(5) теоремь! 1 неверно.

Доказательство теоремы1. Если функция ф удовлетворяет неравенству
(4), то справедливость неравенства (5) для произвольного модуля
непрерывности следует из леммы|.

Если модуль непрерывности 0({) является выпуклым вверх, то

неравенство (5) обращается в равенство,так как в этом случае существуют

известные стандартные функции Ка,6,М,0:1) такие, что

oyf(a,b,N,@);t)=0,
hМ 1

| Ка, b, N, @) | Фі а,5і =N |43жор

0

f(a,b,N,a;t)e H”[a,b]
[3,c.289], [2,c. 154}.

| В [2] стандартные функции КаЪ,М,0;{) рассматриваются для частного

случая:[а,5]=[0,1]. Тогда

135



Jina o6unero coryyas f(a,b,N,a;t) crponTca aHanoru4ynHo.

Остается доказать, что; если ф не удовлетворяет неравенству (4), то

существует выпуклый вверх модуль непрерывности (1) такой, что
неравенство (5) неверно.

Доказывая этот факт, мы будем использовать идею Н. П. Корнейчука.
Очевидно, что достаточно ограничиться рассмотрением случая

[а,5]=[0,1], N=1.

Положим для 0<В<1

1-0, O<tsZ,

иво B<tsi.
Тогда

[Вл =0,

B І

|ФО (Вий = |ФІВ+Гр = Bo(1- B)+(1- B)g(B) = H(A).

В соответствии с нашим предположением о том, что неравенство (4) для

функции ф неверно, существует Ву е (0,1) такое, что

ВоФ(1-Во)+ (1-Во) Ф(Во)> Ф(2),

O(Bo)> (1/2).
Пусть БІ) (0<В<Во) — непрерывная функция, совпадающая с Во) на

`° отрезках [0,Во-В] и [Во+В,1], линейная на [Во-В,Во+В].

Функция &(@®) принадлежит классу Н“'[0,1], определяемому выпуклым

вверх модулем непрерывности

то Céit

1, | 0<t<2h,
@'(th=@(h,t)=4 2h

1, 21 <#<1.
При В->0 в силу непрерывности ф

[20лора [24Создай = @(В,) > ФО! 2)
При В-›0

|fof;Фр(1/2).

Поэтому при достаточно малых в.
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|лора»|о’о

Теорема 1 доказана.

_ Рассмотрим теперь периодическийслучай.

Отрезок[0,2] разобъем точками 5.-Кл/п i,1,...,2n).

ho,=n/n — шаг разбиения
Пусть

tafi= brad, te (tasty &=1,2,.,20;
fam i, М

фо130) з (0).

- Теорема 3. Если функция Ф удовлетворяст неравенству (4), о - выпуклый
вверх модуль непрерывности,то

зирії / -фООН оо)ly.
.. ЛЕН”. |

где Е,о(©;{) определена равенствами (2).

Если ф не удовлетворяет неравенству (4), то найдется выпуклый вверх

модуль непрерывности сої) такой, что =

зирії /-ф(1,1! Ло)
ЛеН®

Теорема 3 доказывается аналогично теореме1.
_ В заключение выражаю благодарность научному руководителю проф.
С.А.Пичуговуза постановку задачи и помощь в работе.
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