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Для заданих на n-вимiрному паралелепiпедi функцiй з класiв, якi визначають-
ся за допомогою заданого опуклого вверх повного модуля неперервностi, знайдено
точне значення похибки iнтерполяцiї многогранними функцiями та полiлiнiйними
сплайнами.

Ключовi слова: многогранна функцiя, полiлiнiйна функцiя, сплайн, похибка, iн-
терполяцiя, повний модуль неперервностi.

Для заданных на n-мерном параллелепипеде функций из классов, которые опре-
деляются с помощью заданного выпуклого вверх полного модуля непрерывности,
найдено точное значение погрешности интерполяции многогранными функциями и
полилинейными сплайнами.

Ключевые слова: многогранная функция, полилинейная функция, сплайн, по-
грешность, интерполяция, полный модуль непрерывности.

For functions defined on n-dimensional parallelepiped from classes determined by
given upwards full module of continuity, the exact value of error of interpolation by
multifaceted functions and multilinear splines is obtained.

Key words: multifaceted function, multilinear function, spline, error, interpolation,
full module of continuity.

В евклидовом пространстве Rn с элементами вида x = (x1, ..., xn) рассмотрим
n-мерный параллелепипед D с ребрами параллельными осям координат. Такой па-
раллелепипед можно однозначно задать с помощью двух противоположных вер-
шин a = (a1, ..., an) и b = (b1, ..., bn). Тогда будет иметь место представление

D =
n∏
i=1

[ai, bi].

Построим равномерное разбиение n-мерного параллелепипеда D. Для этого за-
дадим вектор N = (N1, ..., Nn), который будет определять количество промежут-
ков разбиения каждого ребра D, и на каждом из ребер [ai, bi] рассмотрим точки
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cji = ai + bi−ai
Ni

j, j = 0, ..., Ni. Тогда n-мерные параллелепипеды вида

Dj̄ =
n∏
i=1

[cji−1
i , cjii ], j̄ = (j1, ..., jn), ji = 1, ..., Ni

образуют разбиение параллелепипеда D, которое мы обозначим через Q.
Дополнительно выполним подразбиение каждого Dj̄ на симплексы без добав-

ления дополнительных вершин. Полученное разбиение параллелепипеда D, эле-
ментами которого являются симплексы, обозначим через Q̃. Очевидно, что при
фиксированных вершинах, разбиение Q̃ определяется неоднозначно.

Определение 1. Непрерывную функцию L̃(f, x) : D → R будем называть мно-
гогранной функцией, вписанной в функцию f(x) : D → R, если на каждом сим-
плексе из некоторого разбиения Q̃ она является линейной функцией, и совпадает
со значениями функции f(x) в вершинах разбиения Q.

Для заданной функции f(x) и заданного разбиения Q многогранная функция
L̃(f, x) определяется, вообще говоря, неоднозначно. Однако, для каждого разбие-
ния Q̃ она уже определяется однозначно.

Определение 2. Функцию, заданную на Rn, будем называть полилинейной или
n-линейной, если она является линейной по каждой переменной при фиксирован-
ных значениях других переменных.

Определение 3. Полилинейным сплайном будем называть непрерывную функ-
цию S : D → R, сужение S|Dj̄ которой на произвольный элемент разбиенияDj̄ ∈ Q
совпадает с сужением на Dj̄ некоторой полилинейной функции.

Каждая n-линейная функция однозначно определяется 2n коэффициентами,
поэтому n-линейный сплайн однозначно определяется своими значеннями в вер-
шинах разбиения Q.

Каждой функции f : D → R поставим в соответствие полилинейный сплайн
S (f) : D → R, который интерполирует соответствующую функцию в вершинах
разбиения Q.

Определение 4. Полным модулем непрерывности функции f(x) : D → R назо-
вем величину

ω(f, t1, ..., tn) = sup{|f(x)− f(y)| : x, y ∈ D, |xi − yi| ≤ ti, ti ≥ 0, i = 1, ..., n}.

Определение 5. Обозначим через Hω
D класс функций f : D → R, модуль непре-

рывности которых
ω(f, t1, ..., tn) ≤ ω(t1, ..., tn),

где ω(t1, ..., tn) – заданный выпуклый вверх модуль непрерывности.
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Исследуем вопрос о точном значении отклонения в равномерной норме мно-
гогранных функций и полилинейных сплайнов на классах функций Hω

D, которые
обозначим соответственно через:

ẼQ (Hω
D) = sup

f∈Hω
D

max
x∈D

∣∣∣f (x)− L̃ (f, x)
∣∣∣ ,

EQ (Hω
D) = sup

f∈Hω
D

max
x∈D
|f (x)− S (f, x)| .

Результаты данной работы можно рассматривать как многомерное обобще-
ние задачи нахождения точного значения погрешности приближения ломаными
функций из классов Hω, которая для равномерной нормы была решена в рабо-
те [1]. В дальнейшем эта задача получила множество многомерных обобщений,
в которых в качестве многомерного аналога ломаной рассматривались кусочно-
аффинные функции, на заданной триангуляции, и кусочно-полилинейные (кусоч-
но-билинейные в случае функций двух переменных) функции. Ряд точных резуль-
татов аппроксимации классов функций многих переменных кусочно-аффинными
функциями можно найти в [2; 3; 4]. В случае приближения кусочно-полилинейны-
ми функциями некоторые результаты содержаться в работах [2; 5 – 9].

Теорема 1. Если ω (t1, ..., tn) – выпуклый вверх модуль непрерывности, то для
любого N = (N1, ..., Nn) имеет место следующее утверждение

ẼQ (Hω
D) = ω

(
l1

2N1

, ...,
ln

2Nn

)
,

где li = bi − ai – длинна соответствующего ребра параллелепипеда D.

Доказательство. Рассмотрим произвольный элемент

D̄ =
n∏
j=1

[āj, b̄j] (0.1)

разбиения Q, которое задается вектором N . Построим произвольное подразби-
ение Q̃, элементами которого являются симплексы, а его вершины совпадают с
вершинами разбиения Q, и выберем произвольный симплекс4 ⊂ D̄. Для удобства
обозначим вершины симплекса через x0, x1, ..., xn, и пусть λ0(x), λ1(x), ..., λn(x) –
барицентрические координаты произвольной точки x ∈ 4 относительно вершин
x0, x1, ..., xn. С помощью барицентрических координат многогранная функция для
произвольной точки x ∈ 4 может быть представлена в виде

L̃(f, x) =
n∑
i=0

f(xi)λi(x).
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Для произвольной функции f(x) ∈ Hω
D рассмотрим

|f(x)− L̃(f, x)| = |f(x)
n∑
i=0

λi(x)−
n∑
i=0

f(xi)λi(x)| =

= |
n∑
i=0

(f(x)− f(xi))λi(x)| ≤
n∑
i=0

λi(x)ω(|x1 − xi1|, ..., |xn − xin|).

Поскольку функция ω(t1, ..., tn) выпуклая вверх и барицентрические координаты

удовлетворяют условию
n∑
i=0

λi(x) = 1, то к последнему выражению можно приме-

нить неравенство Йенсена, тогда

|f(x)− L̃(f, x)| ≤ ω

(
n∑
i=0

|x1 − xi1|λi(x), ...,
n∑
i=0

|xn − xin|λi(x)

)
. (0.2)

Для произвольной координаты xj найдем наибольшее значение, которое может

принимать выражение
n∑
i=0

|xj − xij|λi(x).

Поскольку выбранный элемент разбиения D̄ имеет вид (0.1), то есть задается
с помощью векторов ā = (ā1, ..., ān) и b̄ = (b̄1, ..., b̄n), то каждая координата вершин
симплексов, на которые дополнительно разбивается параллелепипед D̄, совпадает
с соответствующей координатой вектора ā или вектора b̄. Поэтому

n∑
i=0

|xj − xij|λi(x) = (xj − āj)
∑

i:xij=āj

λi(x) + (b̄j − xj)
∑
i:xij=b̄j

λi(x).

Введем следующее обозначение
∑

i:xij=āj

λi(x) = Aj(x) и заметим, что∑
i:xij=b̄j

λi(x) = = 1− Aj(x), тогда

n∑
i=0

|xj − xij|λi(x) = (xj − āj)Aj(x) + (b̄j − xj)(1− Aj(x)). (0.3)

Произвольная точка x ∈ 4 может быть представлена в виде x =
n∑
i=0

xiλi(x), что
эквивалентно следующим покоординатным равенствам:

xj =
n∑
i=0

xijλi(x) = ājAj(x) + b̄j(1− Aj(x)), j = 0, ..., n.

Сделав подстановку последнего выражения для координаты xj в равенство
(0.3), и упростив выражение, получим

n∑
i=0

|xj − xij|λi(x) = −2(b̄j − āj)A2
j(x) + 2(b̄j − āj)Aj(x),
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наибольшее значение которого достигается при Aj(x) = 1
2
, поэтому

n∑
i=0

|xj − xij|λi(x) ≤ 1

2
(b̄j − āj) =

lj
2Nj

,

где lj = bj − aj – длина соответствующего ребра n-мерного параллелепипеда D.
Поскольку последнее неравенство выполняется для всех координат xj и, учи-

тывая неубывание модуля непрерывности, то, возвращаясь к неравенству (0.2),
получим

|f(x)− L̃(f, x)| ≤ ω

(
l1

2N1

, ...,
ln

2Nn

)
,

а, следовательно, и

max
x∈D
|f(x)− L̃(f, x)| ≤ ω

(
l1

2N1

, ...,
ln

2Nn

)
.

Поскольку последнее неравенство верно для произвольной функции f(x) ∈ Hω
D, то

ẼQ (Hω
D) = sup

f∈Hω
D

max
x∈D
|f(x)− L̃(f, x)| ≤ ω

(
l1

2N1

, ...,
ln

2Nn

)
. (0.4)

Осталось построить экстремальную функцию. Для всех векторов j̄, которые
определяют вершины cj̄ = (cj11 , ..., c

jn
n ) разбиения Q, определим следующие функ-

ции:

fj̄(x) = ω
(
|cj11 − x1|, ..., |cjnn − xn|

)
, x ∈ D, |cjii − xi| ≤

li
2Ni

, i = 1, ..., n.

На всей области D определим функцию f0(x) таким образом, чтобы ее сужение
на соответствующие области совпадало с функциями fj̄(x). Тогда f0(x) ∈ Hω

D и
L̃(f0, x) = 0, следовательно,

ẼQ (Hω
D) ≥ max

x∈D

∣∣∣f0 (x)− L̃ (f0, x)
∣∣∣ = max

x∈D
|f0 (x) | = ω

(
l1

2N1

, ...,
ln

2Nn

)
,

что вместе с (0.4) завершает доказательство.

Теорема 2. Если ω (t1, ..., tn) – выпуклый вверх модуль непрерывности, то для
любого N = (N1, ..., Nn) имеет место следующее утверждение

EQ (Hω
D) = ω

(
l1

2N1

, ...,
ln

2Nn

)
,

где li = bi − ai – длинна соответствующего ребра параллелепипеда D.
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Доказательство. Для заданного разбиения Q рассмотрим произвольный эле-
мент D̄ вида (0.1). Каждой вершине D̄ поставим в соответствие множество
J ⊂ {1, 2, . . . , n}, которое содержит номера всех координат данной вершины, сов-
падающих с соответствующей координатой вектора ā = (ā1, ..., ān). Обозначим
через J ′ дополнение множества J до множества {1, 2, . . . , n}, то есть множество,
которое содержит номера всех координат данной вершины, совпадающих с соот-
ветствующей координатой вектора b̄ = (b̄1, ..., b̄n). Вершину D̄, которой соответ-
ствует множество J , обозначим через xJ .

Для каждого J ⊂ {1, 2, . . . , n} рассмотрим функцию

PJ (x) =
1

V

∏
i∈J

(
b̄i − xi

) ∏
j∈J ′

(xj − āj) , (0.5)

где V =
n∏
i=1

(
b̄i − āi

)
– объем n-мерного параллелепипеда D̄. Функции PJ (x) имеют

следующие свойства:

1. ∀x ∈ D̄ 0 ≤ PJ (x) ≤ 1,

2. PJ1

(
xJ1
)

= 1 и PJ1

(
xJ2
)

= 0, если J2 6= J1,

3. ∀x ∈ D̄

n∑
k=0

∑
|J |=k

PJ (x) ≡ 1. (0.6)

С помощью функций PJ (x) сплайн S (f) можно представить в виде

S (f, x) =
n∑
k=0

∑
|J |=k

f
(
xJ
)
PJ (x) . (0.7)

Используя представление сплайна в виде (0.7) и свойство (0.6), получим

|f (x)− S (f, x)| =

∣∣∣∣∣∣
n∑
k=0

∑
|J |=k

(
f (x)− f

(
xJ
))
PJ (x)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
k=0

∑
|J |=k

∣∣f (x)− f
(
xJ
)∣∣PJ (x) ≤

n∑
k=0

∑
|J |=k

ω
(
|x1 − xJ1 |, ..., |xn − xJn|

)
PJ (x) . (0.8)

Преобразуем последнее выражение, учитывая, что первая координата xJ1 вер-
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шин параллелепипеда D̄ может принимать одно из двух значений ā1 или b̄1,

n∑
k=0

∑
|J |=k

ω
(
|x1 − xJ1 |, ..., |xn − xJn|

)
PJ (x) =

=
n−1∑
k=0

∑
|J\{1}|=k

(
ω
(
(x1 − ā1), |x2 − xJ2 |, ..., |xn − xJn|

) (b̄1 − x1)

(b̄1 − ā1)
+

+ ω
(
(b̄1 − x1), |x2 − xJ2 |, ..., |xn − xJn|

) (x1 − ā1)

(b̄1 − ā1)

)
PJ\{1} (x) .

Поскольку функция ω(t) – выпукла вверх, то, применяя неравенство Йенсена по
первой переменной, получим

n∑
k=0

∑
|J |=k

ω
(
|x1 − xJ1 |, ..., |xn − xJn|

)
PJ (x) ≤

≤
n−1∑
k=0

∑
|J\{1}|=k

ω

(
2

b̄1 − ā1

(
b̄1 − x1

)
(x1 − ā1) , |x2 − xJ2 |, ..., |xn − xJn|

)
PJ\{1} (x) .

Применяя аналогичные рассуждения для остальных координат, получим

n∑
k=0

∑
|J |=k

ω
(
|x1 − xJ1 |, ..., |xn − xJn|

)
PJ (x) ≤

≤ ω

(
2

b̄1 − ā1

(
b̄1 − x1

)
(x1 − ā1) , ...,

2

b̄n − ān
(
b̄n − xn

)
(xn − ān)

)
.

Учитывая, что функция ω(t1, ..., tn) неубывающая по каждой переменной, оконча-
тельно получим

n∑
k=0

∑
|J |=k

ω
(
|x1 − xJ1 |, ..., |xn − xJn|

)
PJ (x) ≤

≤ ω

(
b̄1 − ā1

2
, ...,

b̄n − ān
2

)
= ω

(
l1

2N1

, ...,
ln

2Nn

)
,

где li = bi − ai – длинна соответствующего ребра параллелепипеда D.
Возвращаясь к (0.8), получим

|f (x)− S (f, x)| ≤ ω

(
l1

2N1

, ...,
ln

2Nn

)
,

а, следовательно, имеет место оценка сверху

EQ (Hω
D) = sup

f∈Hω
D

max
x∈D
|f(x)− S(f, x)| ≤ ω

(
l1

2N1

, ...,
ln

2Nn

)
. (0.9)
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Поскольку для экстремальной функции f0(x), построенной в теореме 1, также
S(f0, x) = 0, то

EQ (Hω
D) ≥ max

x∈D
|f0 (x)− S (f0, x)| = max

x∈D
|f0 (x) | = ω

(
l1

2N1

, ...,
ln

2Nn

)
,

поэтому необходимая оценка снизу также имеет место.

Библиографические ссылки

1. Малоземов В. Н. Об отклонении ломаных // В. Н. Малоземов // Вестник ЛГУ,
1966. – С. 150–153.

2. Сторчай В. Ф. Приближение непрерывных функций двух переменных многогран-
ными функциями и сплайн-функциями в равномерной метрике // В. Ф. Сторчай //
Исследования по современным проблемам суммирования и приближения функций и
их приложениям, – Днепропетровск, 1975. – С. 82–89.

3. Бабенко В. Ф. Об интерполяции многогранными функциями // В. Ф. Бабенко,
А. А. Лигун // Мат. заметки, 1975. – 18, №6. – С. 803–814.

4. Бабенко В. Ф. Интерполяция непрерывных отображений кусочно-линейными //
В. Ф. Бабенко // Мат. заметки, 1978. – 24, №1. – С. 43–52.

5. Вакарчук С. Б. К интерполяции билинейными сплайнами // С. Б. Вакарчук // Мат.
заметки – 1990. – 47, №5. – С. 26–30.

6. Шабозов М. Ш. О погрешности интерполяции билинейными сплайнами //
М. Ш. Шабозов // Укр. мат. журнал – 1994. – 46, №11. – С.1554–1560.

7. Шабозов М. Ш. Точные оценки одновременного приближения функций двух пере-
менных и их производных билинейными сплайнами // М. Ш. Шабозов // Мат. за-
метки – 1996. – 59, №1. – С. 142–152.

8. Вакарчук С. Б. Некоторые вопросы одновременной аппроксимации функций двух
переменных и их производных интепроляционными билинейными сплайнами //
С. Б. Вакарчук, К. Ю. Мыскин // Укр. мат. журн. – 2005. – 57, №2. – С.147–157.

9. Бабенко В. Ф. Погрешность при интерполяции некоторых классов функций полили-
нейными сплайнами // В. Ф. Бабенко, Т. Ю. Лескевич // Вiсник Днiпропетр. ун-ту.
Серiя: «Математика» – 2010. – 18, №6/1. – С. 28–37.

Надiйшло до редколегiї 10.05.2012

48


