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Отримано точнi нерiвностi типу Колмогорова для норм дробових похiдних за
Адамаром функцiй, визначених на пiвосi. Наведенi застосування цих нерiвностей.

Ключовi слова: дробова похiдна, точна нерiвнiсть, норма, функцiя.

Получены точные неравенства типа Колмогорова для норм дробных производ-
ных по Адамару функций, определенных на полуоси. Приведены приложения этих
неравенств.

Ключевые слова: дробная производная, точное неравенство, норма, функция.

For the norms of fractional Hadamard derivatives of functions defined on the half-line,
the sharp Kolmogorov-type inequalities are obtained. Applications of these inequalities
are given.

Key words: fractional derivative, exact inequality, norm, function.

Будем рассматривать задачу о неравенствах типа Колмогорова для дробных
производных функций, определенных на полуоси.

Как хорошо известно, задача о неравенствах типа Колмогорова тесно связана
с задачей о приближении неограниченного оператора линейными ограниченны-
ми операторами и задачей об оптимальном восстановлении оператора на классе
функций, заданных с погрешностью.

Пусть X и Y – банаховы пространства; L(N ;X, Y ) = L(N) – пространство
линейных ограниченных операторов S, действующих из X в Y , и нормы которых
‖S‖ = ‖S‖X→Y не превышают числа N > 0; A : X → Y – некоторый оператор (не
обязательно линейный) с областью определения DA ⊂ X. Пусть также Q ⊂ DA –
некоторый класс элементов. Величина

EN = EN(A,Q) = inf
S∈L(X,Y )
‖S‖≤N

sup
x∈Q
‖Ax− Sx‖Y (1)
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называется наилучшим приближением оператора A множеством операторов L(N)
на классе Q.

Задача состоит в исследовании величины (1) и экстремального оператора, т. е.
оператора, реализующего нижнюю грань в правой части (1). Эта задача возникла
в исследованиях Стечкина в 1965 г. и называется задачей Стечкина.

Функция
Ω(δ) = Ω(δ,Q) := sup

x∈Q
‖x‖X≤δ

‖Ax‖Y , δ ≥ 0

называется модулем непрерывности оператора A на множестве Q.
Задача вычисления функции Ω(δ,Q) является абстрактной версией задачи о

неравенстве Колмогорова.
Многие задачи вычислительной математики, теории функций и других разде-

лов математики являются некорректными задачами восстановления значений опе-
ратора A на элементах класса Q ⊂ D(A) в предположении, что элементы класса
Q заданы с известной погрешностью. Восстановление осуществляется с помощью
некоторого множества R операторов (однозначных отображений), действующих
из пространства X в пространство Y . В качестве R обычно рассматривают одно
из следующих множеств:
O = O(X, Y ) – множество всех отображений пространства X в пространство Y ;
L = L(X, Y ) – множество линейных операторов, действующих из X в Y ;
B = B(X, Y ) – множество всех линейных ограниченных операторов из X в Y ;
L = L(N ;X, Y ) – множество линейных ограниченных операторов из X в Y , норма
которых не превышает N .

Для числа δ ≥ 0 и оператора T ∈ R положим

Uδ(T ) := sup {‖Ax− Tη‖Y : x ∈ Q, η ∈ X, ‖x− η‖X ≤ δ}.

Тогда
Eδ(R) = Eδ(R;A,Q) = inf {Uδ(T ) : T ∈ R} (2)

есть величина наилучшего восстановления оператора A с помощью множества
отображений (методов восстановления) R на элементах класса Q, заданных с по-
грешностью δ.

Связь задачи (2) с неравенствами типа Колмогорова, с одной стороны, и зада-
чей приближения неограниченных операторов ограниченными, с другой, устанав-
ливает следующая теорема (см. [1;2;3;10] ).

Теорема 1.
EN ≥ sup

δ≥0
{Ω(δ)−Nδ}. (3)

Если Ω(δ) - выпуклая вверх на [0,∞] функция и для любого N > 0

E(N) = sup
δ>0
{Ω(δ)−Nδ},
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то для любого δ > 0
Eδ(O) = Eδ(L) = Ω(δ),

причем экстремальные операторы в задаче Стечкина и задаче восстановления
оператора при δ > 0, если N является субдифференциалом (производной) Ω при
этом фиксированном δ, совпадают.

Пусть G = {R,R+} и Lp(G), 1 ≤ p ≤ ∞, – пространства измеримых функций
f : G→ R с конечной нормой

‖f‖Lp(G) :=


(∫
G

|f(t)|p dt
) 1

p

, 1 ≤ p <∞,

ess sup
t∈G
|f(t)| , p =∞,

а C(G) – пространство непрерывных ограниченных функций f : G→ R с нормой

‖f‖C(G) = max
t∈G
|f(t)|.

Обозначим через Lp(G), 1 ≤ p <∞ пространство измеримых функций f : G→ R
с конечной нормой

‖f‖Lp(G) :=

∫
G

|f(t)|p dt
t

 1
p

.

Пусть ω(t) – некоторый модуль непрерывности, т. е. неубывающая на R+ непре-
рывная полуаддитивная функция, в нуле равная нулю. Обозначим через Hω

X (где
X = {C(G), Lp(G)}) множество функций f ∈ X, для которых

‖f‖Hω
X

= sup
t∈G,
t6=0

‖f(·)− f(·+ t)‖X
ω(|t|)

<∞,

а через Hω
X (где X = {C(R+),Lp(R+)}) – множество функций f ∈ X, для которых

‖f‖HωX = sup
t∈R+,
t6={0,1}

‖f(·)− f(· × t)‖X
ω(|ln t|)

<∞.

Если ω(t) = tβ, 0 < β ≤ 1, то вместо Hω
X и Hω

X будем писать соответственно Hβ
X и

Hβ
X .
Через UHω

X и UHω
X будем обозначать единичные шары пространств Hω

X и Hω
X

соответственно.
Производные Dα

±f , 0 < α < 1, в смысле Маршо для функций f : G → R
определяются следующим образом [9, c. 95]:

(
Dα
±f
)

(x) :=
α

Γ(1− α)

∞∫
0

f(x)− f(x∓ t)
t1+α

dt
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( в случае G = R+ данной формулой определяется только правосторонняя произ-
водная Dα

−).
Пусть M+ = (0; 1) и M− = (1,∞). Дробные производные по Адамару Dα

±,
0 < α < 1, для функций f : R+ → R определяются формулами [9, c. 252]:

(
Dα
±f
)

(x) :=
α

Γ(1− α)

∫
M±

f(x)− f(xt)

|ln t|1+α

dt

t
.

Отметим, что дробная производная Маршо реализует дробную степень опера-
тора дифференцирования f ′, в то время как дробная производная Адамара ре-
ализует дробную степень оператора (Df) (x) = xf ′(x).

Рассматриваемые нами неравенства типа Колмогорова будут касаться оцен-
ки
∥∥Dα
±f
∥∥
X

через ‖f‖X и ‖f‖HωX , X = {C(R+),Lp(R+)}, или, что эквивалентно,
решения следующей экстремальной задачи на классе UHω

X :∥∥Dα
±f
∥∥
X
→ sup, ‖f‖X ≤ δ, δ > 0.

В [6] В.Ф. Бабенко и М.С. Чурилова получили точные неравенства, оценива-
ющие

∥∥Dα
±f
∥∥
L∞(G)

через ‖f‖L∞(G) и ‖f‖Hω
C(G)

, а в [7] получены неравенства, оце-

нивающие
∥∥Dα
±f
∥∥
Lp(G)

через ‖f‖Lp(G) и ‖f‖Hω
Lp(G)

, 1 ≤ p < ∞, причем при p = 1

установлена точность этих неравенств. В [7] решены также задача о приближении
операторов дробного дифференцирования Dα

±, 0 < α < 1, на множестве UHω
1 (G)

ограниченными операторами и задача оптимального восстановления операторов
дробного дифференцирования по Маршо на классе функций, заданных с погреш-
ностью.

По поводу других неравенств, оценивающих L∞–нормы дробных производных
по Маршо и Адамару см. [2; 5; 8, глава 2].

Приведем формулировки некоторых результатов из [6; 7].

Теорема 2. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, α ∈ (0, 1), и модуль непрерывности ω(t) таков,

что интеграл
1∫
0

ω(t)
t1+αdt сходится. Положим X = C(R), если p =∞, и X = Lp(R),

если 1 ≤ p < ∞. Тогда для любой функции f ∈ Hω
X и любого h > 0 справедливы

неравенства

∥∥Dα
±f
∥∥
Lp(R)

≤ α

Γ(1− α)

‖f‖Hω
X

h∫
0

ω(t)

t1+α
dt+ 2 ‖f‖Lp(R)

h−α

α

 , (4)

или, что эквивалентно,

∥∥Dα
±f
∥∥
Lp(R)

≤ α

Γ(1− α)

∞∫
0

min
{

2 ‖f‖Lp(R) , ‖f‖Hω
X
ω(t)

}
t1+α

dt. (5)
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При p =∞ неравенства являются точными с экстремальной функцией:

f(t) =

{
ω(|t|)− 1

2ω(h), t ∈ (−h, h),
1
2ω(h), t /∈ (−h, h),

а при p = 1 неравенства являются точными с экстремальной функцией:

fh(u) =

{
1
2ω
′(u), u ∈ (0, h),

0, u /∈ (0, h),

где ω(·) – локально абсолютно непрерывная функция на полуоси [0,∞).

В данной работе мы получим точные неравенства типа Колмогорова, оце-
нивающие

∥∥Dα
±f
∥∥
L∞(R+)

через ‖f‖L∞(R+) и ‖f‖Hω
C(R+)

, а также оценивающие∥∥Dα
±f
∥∥
Lp(R+)

, 1 ≤ p <∞ через ‖f‖Lp(R+) и ‖f‖HωLp(R+)
.

При оценке норм ‖Dα
±f‖Lp(R+), 1 ≤ p ≤ ∞, мы можем действовать двумя спо-

собами, а именно: получить эту оценку непосредственно, используя определение
производной по Адамару или же получить требуемые неравенства как следствия
из теорем 2 и 3. Мы будем использовать второй подход и для этого, в первую
очередь, проиллюстрируем связь между производными Маршо функций, опреде-
ленных на R, и производными Адамара функций, определенных на R+.

Пусть f : R+ → R, тогда композиция f ◦ exp будет определена на R. Легко
убедиться, что

Dα
±(f ◦ exp)(x) =

(
Dα
±f
)

(expx). (6)

Пусть ω(t) – модуль непрерывности, такой что выполняется следующее условие

u∫
0

ω(t)

t1+α
dt <∞, u > 0. (7)

Ясно, что для f ∈ Hω
C(R+) будет

∥∥Dα
±f
∥∥
L∞(R+)

=
∥∥Dα
±(f ◦ exp)

∥∥
L∞(R)

, ‖f‖C(R+) =

= ‖f ◦ exp‖C(R) и ‖f‖Hω
C(R+)

= ‖f ◦ exp‖Hω
C(R)

.

Теперь, используя (??) и применяя неравенство (5) при p = ∞ к функции
f ◦ exp, с помощью замены переменных получим∥∥Dα

±f
∥∥
L∞(R+)

=
∥∥Dα
±(f ◦ exp)

∥∥
L∞(R)

≤

≤ α

Γ(1− α)

∞∫
0

min
{
‖f ◦ exp‖Hω

C(R)
· ω(t), 2 ‖f ◦ exp‖L∞(R)

}
t1+α

dt =

=
α

Γ(1− α)

∫
M±

min

{
‖f‖Hω

C(R+)
· ω(|lnu|), 2 ‖f‖L∞(R+)

}
|lnu|1+α

du

u
.

(8)
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Далее будем считать, что 0 < h < 1 для Dα
+ и h > 1 для Dα

−. Обозначим
Vh+ = (h, 1), где 0 < h < 1 и Vh− = (1, h), где h > 1. С помощью замены переменных
из (4) при p = 1 получим:∥∥Dα

±f
∥∥
L∞(R+)

=
∥∥Dα
±(f ◦ exp)

∥∥
L∞(R)

≤

≤ α

Γ(1− α)

‖f ◦ exp‖Hω
C(R+)

h1∫
0

ω(t)

t1+α
dt+ 2 ‖f ◦ exp ‖L∞(R+)

h−α1

α

 ≤
≤ α

Γ(1− α)

2 ‖f‖L∞(R+)

|lnh|−α

α
+ ‖f‖Hω

C(R+)

∫
Vh±

ω(|ln t|)
|ln t|1+α

dt

t

 .
(9)

Неравенства (8) и (9) обращаются в равенства для функции

f+
h (t) =


−1

2
ω(|lnh|), 0 < t < h,

1
2
ω(|lnh|)− ω(|ln t|), h < t < 1,

1
2
ω(|lnh|), t > 1,

(10)

в случае Dα
+ и

f−h (t) = f+
h−1(t−1) (11)

в случае Dα
−.

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 3. Пусть 0 < α < 1, ω(t) – модуль непрерывности такой, что выпол-
няется условие (7). Для любой функции f ∈ Hω

C(R+) справедливы точные неравен-
ства:

∥∥Dα
±f
∥∥
L∞(R+)

≤ α

Γ(1− α)

∫
M±

min

{
‖f‖Hω

C(R+)
· ω(|ln t|), 2 ‖f‖L∞(R+)

}
|ln t|1+α

dt

t
, (12)

∥∥Dα
±f
∥∥
L∞(R+)

≤ α

Γ(1− α)

2 ‖f‖L∞(R+)

|lnh|−α

α
+ ‖f‖Hω

C(R+)

∫
Vh±

ω(|ln t|)
|ln t|1+α

dt

t

 ,
с экстремальными функциями (10) и (11) для Dα

+ и Dα
− соответственно.

В частности, если ω(t) = tβ, 0 < α < β ≤ 1, то

∥∥Dα
±f
∥∥
L∞(R+)

≤ 21−α
β

Γ(1− α)(1− α/β)
‖f‖1−α/β

L∞(R+) · ‖f‖
α/β

Hβ
C(R+)
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с экстремальными функциями:

f+
h (t) =


−1

2
(|lnh|)β, 0 < t < h,

1
2
(|lnh|)β − (|ln t|)β, h < t < 1,

1
2
(|lnh|)β, t > 1,

и f−h (t) = f+
h−1(t−1) для Dα

+ и Dα
− соответственно.

Пусть теперь f ∈ Hω
Lp(R+). Нетрудно видеть, что f ◦ exp ∈ Hω

Lp(R), и при этом
выполняются соотношения:

‖f‖Lp(R+) = ‖f ◦ exp‖Lp(R),
∥∥Dα
±f
∥∥
Lp(R+)

=
∥∥Dα
±(f ◦ exp)

∥∥
Lp(R)

,

‖f‖HωLp(R+)
= ‖f ◦ exp‖Hω

Lp(R)
.

Тогда из неравенства (5) при 1 ≤ p <∞, используя замену переменных, получим:∥∥Dα
±f
∥∥
Lp(R+)

=
∥∥Dα
±f ◦ exp

∥∥
Lp(R)

≤

≤ α

Γ(1− α)

∞∫
0

min
{

2 ‖f ◦ exp‖Lp(R) , ‖f ◦ exp‖Hω
Lp(R)

ω(t)
}

t1+α
dt =

=
α

Γ(1− α)

∫
M±

min

{
2 ‖f‖Lp(R+) , ‖f‖HωLp(R+)

ω(|lnu|)
}

|lnu|1+α

du

u
,

(13)

а из (4): ∥∥Dα
±f
∥∥
Lp(R+)

=
∥∥Dα
±(f ◦ exp)

∥∥
L∞(R)

≤

≤ α

Γ(1− α)

‖f ◦ exp‖Hω
Lp(R+)

h1∫
0

ω(t)

t1+α
dt+ 2 ‖f ◦ exp ‖Lp(R+)

h−α1

α

 ≤
≤ α

Γ(1− α)

2 ‖f‖Lp(R+)

|lnh|−α

α
+ ‖f‖HωLp(R+)

∫
Vh±

ω(|ln t|)
|ln t|1+α

dt

t

 .
(14)

Если p = 1 и ω(t) – локально абсолютно непрерывная функция, то для функции

f+
h (t) =

{
1
2
ω′(|ln t|), t ∈ (h, 1),

0, t /∈ (h, 1),
(15)

в случае Dα
+ и

f−h (t) = f+
h−1(t−1) (16)

в случае Dα
−, неравенства (13) и (14) обращаются в равенства. Таким образом, мы

доказали следующую теорему.
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Теорема 4. Пусть 0 < α < 1, ω(t) – модуль непрерывности такой, что выпол-
няется условие (7). Для любой функции f ∈ Hω

Lp(R+), 1 ≤ p < ∞, справедливы
неравенства:

∥∥Dα
±f
∥∥
Lp(R+)

≤ α

Γ(1− α)

∫
M±

min

{
2 ‖f‖Lp(R+) , ‖f‖HωLp(R+)

ω(|ln t|)
}

|ln t|1+α

dt

t
,

∥∥Dα
±f
∥∥
Lp(R+)

≤ α

Γ(1− α)

2 ‖f‖Lp(R+)

|lnh|−α

α
+ ‖f‖Hω

Lp(R+)

∫
Vh±

ω(|ln t|)
|ln t|1+α

dt

t

 .
Если p = 1 и ω(t) – локально абсолютно непрерывная функция, то неравенства
являются точными с экстремальными функциями (15) и (16) для Dα

+ и Dα
− со-

ответственно.
В частности, если ω(t) = tβ, 0 < α < β ≤ 1, то

∥∥Dα
±f
∥∥
Lp(R+)

≤ 21−α
β

Γ(1− α)(1− α/β)
‖f‖1−α/β

L∞(R+) · ‖f‖
α/β

HβLp(R+)

.

В случае p = 1 неравенства являются точными с экстремальными функциями

f+
h (t) =

{
β
2
(|ln t|)β−1, t ∈ (h, 1),

0, t /∈ (h, 1),

в случае Dα
+ и f−h (t) = f+

h−1(t−1) в случае Dα
−.

Пусть Ω±(δ, UHω
X) – модуль непрерывности для операторовDα

± соответственно.
Из двух последних теорем легко получить оценку для Ω±(δ, UHω

X).

Теорема 5. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, X = {C(R+),Lp(R+)}, α ∈ (0, 1) и ω(t) – неко-
торый модуль непрерывности, удовлетворяющий условию (7) и при X = L1(R+)
являющийся локально абсолютно непрерывной функцией. Тогда на классе функ-
ций UHω

X при любом δ > 0

Ω±(δ, UHω
X) =

α

Γ(1− α)

∫
M±

min {ω(|lnu|), 2δ}
|lnu|1+α

du

u
,

если X = {C(R+),L1(R+)} и

Ω±(δ, UHω
X) ≤ α

Γ(1− α)

∫
M±

min {ω(|lnu|), 2δ}
|lnu|1+α

du

u
,

если X = Lp(R+), 1 < p <∞.
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В частности, если ω(t) = tβ, 0 < α < β ≤ 1, то

Ω±(δ, UHβ
X) =

(2δ)1−α/β

(1− α/β)Γ(1− α)
,

при X = {C(R+),L1(R+)} и

Ω±(δ, UHβ
X) ≤ (2δ)1−α/β

(1− α/β)Γ(1− α)

при X = Lp(R+), 1 < p <∞.

Перейдем теперь к решению задачи о приближении оператора дробного диф-
ференцирования. Имеет место следующая

Теорема 6. Пусть X = {C(R+),L1(R+)}, α ∈ (0, 1) и ω(t) – некоторый модуль
непрерывности, удовлетворяющий условию (7) и при X = L1(R+) являющийся
локально абсолютно непрерывной функцией. Пусть hN ∈ R+ для заданного N > 0
удовлетворяет условию

2

Γ(1− α)
|lnhN |−α = N. (17)

Тогда
EN(Dα

±, UHω
X) =

α

Γ(1− α)

∫
VhN±

ω(|ln t|)
|ln t|1+α

dt

t
.

В частности, если ω(t) = tβ, 0 < α < β ≤ 1, то

EN(Dα
±, UH

β
X) =

(
2

N

)β/α−1
α

(β − α)Γ
β
α (1− α)

.

При этом экстремальными операторами являются

(T+
hN
f)(x) =

α

Γ(1− α)

hN∫
0

f(x)− f(tx)

|ln t|1+α

dt

t
, (18)

(T−hNf)(x) =
α

Γ(1− α)

∞∫
hN

f(x)− f(tx)

|ln t|1+α

dt

t
(19)

В случае Dα
+ и Dα

− соответственно.

Доказательство. Докажем теорему для случая дробной производной Dα
+.

Покажем сначала, что оператор T+
hN

является ограниченным:

∥∥T+
hN
f
∥∥
X

=
α

Γ(1− α)

∥∥∥∥∥∥
hN∫
0

f(x)− f(tx)

|ln t|1+α

dt

t

∥∥∥∥∥∥
X

≤ 2α ‖f‖X
Γ(1− α)

hN∫
0

dt

t |ln t|1+α = N ‖f‖X ,
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а значит,
∥∥T+

hN

∥∥ ≤ N . Получим оценку сверху для наилучшего приближения опе-
ратора дробной производной

EN(Dα
+, UHω

X) ≤
∥∥Dα

+f − T+
hN
f
∥∥
X
≤ α

Γ(1− α)

1∫
hN

ω(|ln t|)
|ln t|1+α

dt

t
.

Теперь, используя (3) и теорему 5, получим оценку снизу

EN(Dα
+, UHω

X) ≥ α

Γ(1− α)

1∫
0

min {ω(|ln t|), 2δ}
|ln t|1+α

dt

t
−Nδ.

Отсюда, выбирая δ = 1
2ω(hN) и учитывая (17), получим

EN(Dα
+, UHω

X) ≥ α

Γ(1− α)

 hN∫
0

ω(|lnhN |)
|ln t|1+α

dt

t
+

1∫
hN

ω(|ln t|)
|ln t|1+α

dt

t

− 1

2
ω(hN)N =

=
α

Γ(1− α)

1∫
hN

ω(|ln t|)
|ln t|1+α

dt

t
.

Таким образом,

EN(Dα
+, UHω

X) =
α

Γ(1− α)

1∫
hN

ω(|ln t|)
|ln t|1+α

dt

t
.

Для случая Dα
+ доказательство аналогично. Теорема доказана.

С помощью теорем 1 и 5 получим решение задачи оптимального восстановле-
ния операторов дробного дифференцирования Dα

± на классах UHω
L1(R+) и UHω

C(R+).

Теорема 7. В условиях теоремы 6 при любом δ > 0 справедливы равенства:
на классе UHω

X

Eδ(L) =
α

Γ(1− α)

∫
D±

min {ω(|lnu|), 2δ}
|lnu|1+α

du

u
,

на классе UHβ
X , 0 < α < β ≤ 1

Eδ(L) =
(2δ)1−α/β

(1− α/β)Γ(1− α)
.

При этом экстремальными операторами являются (18) и (19) Для случая Dα
+ и

Dα
− соответственно.
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