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Знайденi точнi нерiвностi типу Джексона-Стєчкiна для апроксимацiї B2-майже
перiодичних функцiй, що мiстять узагальнений модуль неперервностi.

Ключовi слова: найкраще наближення, B2-майже перiодичнi функцiї, нерiвностi
типу Джексона-Стєчкiна, узагальнений модуль неперервностi.

Получены точные неравенства типа Джексона-Стечкина для аппроксимации
B2-почти периодических функций, содержащие обобщенный модуль непрерывнос-
ти.

Ключевые слова: наилучшее приближение, B2-почти периодические функции,
неравенства типа Джексона-Стечкина, обобщенный модуль непрерывности.

The exact inequalities of the Jackson-Stechkin type of the approximation B2-almost
periodic function are obtained.

Key words: best approximation, B2-almost periodic function, inequalities of the
Jacson-Stechkin type, generalized modulus of continuity.

1. Введение

Для наилучших среднеквадратических приближений 2π-периодических функ-
ций f ∈ L2 тригонометрическими полиномами хорошо известны точные неравен-
ства типа Джексона-Стечкина, полученные Н.И. Черных [1; 2]:

En(f) <
1√
2
ω
(
f,
π

n

)
, (1)

En(f) <
1√
Cm

2m

ωm
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f,

2π

n

)
, (2)

где ωm(f, t) – модуль непрерывности m-го порядка функции f ∈ L2, ω1(f, t) =
ω(f, t). Исследования, связанные с точными неравенствами такого вида, развива-
лись в разных направлениях. При этом, в частности, рассматривались следующие
две задачи.

1. Чему равна точная константа в неравенстве

En−1 (f)L2
≤ χωm

(
f,
π

n

)
L2

,m ≥ 2 ? (3)
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2. Каково наименьшее δ > 0 такое, что для любой функции f ∈ L2 имеет место
неравенство

En−1 (f)L2
≤ 1√

Cm
2m

ωm (f, δ)L2
,m ≥ 2 ? (4)

Относительно первой задачи С.Н. Васильев [3] и, независимо, А.И. Степанец,
А.С. Сердюк [4] показали, что для точной константы χ справедлива оценка

χ ≤
√
m+ 1

2m
.

Что касается минимальной точки δ в неравенстве (2), то для неё С.Н. Васильев
[3] получил оценку

δ ≤ 1.4π

n
.

В работах Шапиро и Бомана [6–8] было предложено обобщенным модулем
непрерывности функции f ∈ L2 называть величину

ωψ (f, T )L2
= max

t∈T

(∑
s∈Z

ψ(st)|f̂s|2
) 1

2

,

где f̂s – s-й коэффициент Фурье функции f, ψ(·) – заданная непрерывная неотри-
цательная 2π-периодическая функция, ψ(0) = 0, ψ(·) 6= 0 а T – заданное замкнутое
подмножество [0, 2π].

Обобщенные модули непрерывности такого типа включают в себя, помимо
классических модулей непрерывности, модули непрерывности, порожденные бо-
лее общими, по сравнению с ∆m

t f конечно разностными операторами, модули
непрерывности,порождаемые разностными операторами дробных порядков и мно-
гие другие. Получению точных неравенств типа Джексона-Стечкина с обобщен-
ными модулями непрерывности были посвящены работы А.Г. Бабенко [9], С.Н. Ва-
сильева [5; 3], А.И. Козко и А.В. Рождественского [10; 11] и др.

Неравенства типа Джексона-Стечкина с точными константами для B2- почти
периодических функций были получены в работах Я.Г. Притулы [12] (аналог нера-
венства 1) и В.Ф. Бабенко, С.В. Савелы [13] (аналог неравенства 2). В данной
работе мы получим точные неравенства типа Джексона-Стечкина для почти пе-
риодических функций с обобщенными модулями непрерывности.

2. Определения, обозначения, вспомогательные сведения

Приведём необходимые сведения, связанные с почти периодическими функци-
ями [14; 15; 16].

Пусть Bp – это совокупность функций, измеримых и суммируемых со степенью
p, p ≥ 1, в каждом конечном интервале действительной оси с метрикой

DBp [f(x), g(x)] =

 lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

|f(x)− g(x)|p dx

1/p

.
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Пусть также T – множество тригонометрических полиномов вида

N∑
k=1

ake
iλkx,

где λk – любые действительные числа, ak – комплексные коэффициенты. Замыка-
ние в пространстве Bp множества T называется классом Bp почти периодических
функций (Bp-п.п. функций).

Как известно, Bp2 -п.п.⊂ Bp1 -п.п., если p1 < p2. Для каждой функции f ∈ B1-
п.п. существует среднее значение

M{f(x)} = lim
T→∞

1

T

T∫
0

f(x)dx.

Функция a(λ, f) = M{f(x)e−iλx}, λ ∈ R, может отличаться от нуля не более, чем
на счетном множестве значений; в результате нумерации которых в произвольном
порядке получается последовательность {λk}k∈N показателей Фурье функции f .
Числа Aλk = a(λk, f) называются коэффициентами Фурье функции f . Функции
f ∈ B1-п.п. соответствует ряд Фурье вида

f(x) ∼
∑
k

Aλke
iλkx.

Мы получим точные неравенства типа Джексона-Стечкина с обобщенными мо-
дулями непрерывности для почти периодических функций Безиковича класса B2

(B2-п. п. функции), показатели Фурье которых имеют единственную предельную
точку в бесконечности. Для таких функций f(x) ряды Фурье будем записывать в
следующей симметричной форме

f(x) =
+∞∑

k=−∞

Ake
iλkx, Ak = M

{
f(x)e−iλkx

}
,

где λ−k = −λk; |Ak| + |A−k| > 0, k 6= 0; λk > 0, λk+1 > λk при k > 0. Пусть
Gλn – множество B2-п. п. функций, показатели Фурье которых лежат в интервале
(−λn, λn). Определим величину наилучшего приближения B2-п. п. функции f

Eλn(f) = inf
g∈Gλn

[
M
{
|f(x)− g(x)|2

}]1/2
, n = 1, 2, ....

Обозначим через M = {µj}mj=0 – ненулевой набор комплексных чисел таких,

что
m∑
j=0

µj = 0. Набору M поставим в соответствие разностный оператор и модуль

непрерывности

∆
(m)
t f(x) =

m∑
j=0

µjf(x+ jt),
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ωM(f, δ) = sup
|t|≤δ

[
M
{
|∆(m)

t f(x)|2
}]1/2

, t ≥ 0.

Так как ∆
(m)
t f(x) =

m∑
j=0

µjf(x+ jt) =
+∞∑

k=−∞
Ake

iλkx

(
m∑
j=0

µje
iλkjt

)
,

то

M
{
|∆(m)

t f(x)|2
}

=
+∞∑

k=−∞

|Ak|2
∣∣∣∣∣
m∑
j=0

µje
iλkjt

∣∣∣∣∣
2

=
+∞∑

k=−∞

|Ak|2ϕ(λkt),

где ϕ(t) = ϕM(t) =

∣∣∣∣∣ m∑j=0

µje
ijt

∣∣∣∣∣
2

– неотрицательная 2π-периодическая функция,

обращающаяся в нуль в точке t = 0.
Приведенные соображения служат мотивировкой для следующего определения

обобщенного модуля непрерывности B2- почти периодической функции.
Обозначим через Φ класс всех непрерывных 2π-периодических неотрицатель-

ных ненулевых функций ϕ, таких, что ϕ(0) = 0. Для произвольной функции ϕ ∈ Φ
введем обобщенный модуль непрерывности, полагая

ωϕ(f, δ) = sup
|t|≤δ

[
+∞∑

k=−∞

|Ak|2ϕ(λkt)

]1/2

.

3. Основные результаты

Обозначим через I(ϕ) : = 1
2π

2π∫
0

ϕ(t)dt среднее значение функции ϕ ∈ Φ на
периоде.

Теорема 1. Для каждой функции ϕ ∈ Φ существует точка γ > 0, зависящая
только от функции ϕ, такая, что для любой B2-п.п. функции f выполняется
неравенство

Eλn(f) ≤ 1√
I(ϕ)

ωϕ

(
f,

γ

λn

)
. (5)

При этом

sup
n∈N

sup
f∈B2

Eλn(f)

ωϕ

(
f, γ

λn

) =
1√
I(ϕ)

. (6)

Данная теорема обобщает теорему С. Н. Васильева из работы [5]. При доказа-
тельстве нашей теоремы мы будем существенно использовать её результаты.
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Доказательство. Из равенства Парсеваля

+∞∑
k=−∞

|Ak|2 = M
{
|f(x)|2

}
следует, что

Eλn(f) =

∑
|k|≥n

|Ak|2
1/2

.

Рассмотрим функцию ψ(t) = (ϕ(t)− ϕ(−t))/2, которая принадлежит классу Φ
и является четной. При |t| < δ из определения ωϕ(f, δ)

ω2
ϕ(f, δ) ≥

+∞∑
k=−∞

|Ak|2ϕ(λkt)

и

ω2
ϕ(f, δ) ≥

+∞∑
k=−∞

|Ak|2ϕ(−λkt).

Отсюда получаем, что

ω2
ϕ(f, δ) ≥

+∞∑
k=−∞

|Ak|2ψ(λkt).

Пусть v – некоторый вес на [0; 1], т. е. неотрицательная интегрируемая функция,
отличная от нуля на множестве положительной меры. Для произвольного числа
δ > 0 и веса v имеем

δ∫
0

ω2
ϕ(f, t)v(t/δ)dt ≥

+∞∑
k=−∞

|Ak|2
δ∫

0

ψ(λkt)v(t/δ)dt ≥ δ
∑
|k|≥n

|Ak|2
1∫

0

ψ(λkδt)v(t)dt.

Определим для h ∈ R величину

Γ(v, h) = inf


1∫

0

ψ(xt)v(t)dt : |x| ≥ |h|, x ∈ R

 ,

тогда
δ∫

0

ω2
ϕ(f, t) v(t/δ)dt ≥ δ

∑
|k|≥n

|Ak|2Γ(v, λkδ) ≥ δΓ(v, λnδ)E
2
λn(f).

Положим P (v) =
1∫
0

v(t)dt = 1
δ

δ∫
0

v(t/δ)dt.
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Поскольку модуль непрерывности не убывает, то из последней цепочки нера-
венств

E2
λn(f) ≤ P (v)

Γ(v, λnδ)

δ∫
0

ω2
ϕ(f, t)v(t/δ)dt

δ∫
0

v(t/δ)dt

≤ P (v)

Γ(v, λnδ)
ω2
ϕ(f, δ).

В работе [5] доказано, что для любой функции ϕ ∈ Φ существует вес v такой, что
Γ(v, γ) ≥ I(ϕ)P (v) при некотором γ > 0. Используя такой вес, из предыдущего
неравенства выводим

Eλn(f)2 ≤ P (v)

Γ(v, γ)
ω2
ϕ(f,

γ

λn
) ≤ 1

I(ϕ)
ω2
ϕ

(
f,

γ

λn

)
.

Следовательно,

Eλn(f) ≤ 1√
I(ϕ)

ωϕ

(
f,

γ

λn

)
.

Неравенство 5 доказано. Соотношение 3 следует из его справедливости для пери-
одических функций. Теорема полностью доказана.

В заключение приведем (без доказательства) аналоги утверждений из рабо-
ты [3], относящиеся к задаче 2. Доказательства могут быть проведены аналогично
доказательствам из этой работы.

Теорема 2. Для любых ϕ ∈ Φ, f ∈ B2-п.п., δ ≥ 7
5λn

и веса

v(t) =


2t
7
, t ∈

[
0, 1

7

]
,

−t2
2

+ 3t
7
− 1

98
, t ∈

[
1
7
, 5

7

]
,

t2

2
− t+ 1

2
, t ∈

[
5
7
, 1
]
,

выполняется неравенство

Eσ (f) ≤ 1

I (ϕ)


δ∫

0

ωϕ(f, t)v(t/δ)dt

δ∫
0

v(t/δ)dt


1/2

. (7)

Из этой теоремы вытекает

Теорема 3. Для любых ϕ ∈ Φ, f ∈ B2-п.п., δ ≥ 7
5λn

Eσ (f) ≤ 1√
I (ϕ)

ωϕ (f, δ) .

Для функции ϕ(t) = (4 sin2(t/2))2, порождающей обычный модуль
непрерывности m-го порядка, получаем
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Следствие 1. Для любой функции f ∈ B2-п.п. при всех n ∈ N

En(f) <
1√
Cm

2m

ωm

(
f,

1, 4π

λn

)
.
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