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Неравенства для норм производных
непериодических функций
с несимметричными ограниченными
на старшие производные
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Днепропетровский национальный университет им. Олеся Гончара,
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Для неперiодичних функцiй x ∈ Lr
∞(R), що заданi на всiй дiйснiй осi, доведено

аналоги однiєї нерiвностi В.Ф. Бабенка.
Ключовi слова: нерiвностi для похiдних, несиметричнi норми.
Для непериодических функций x ∈ Lr

∞(R), заданных на всей действительной оси,
доказаны аналоги одного неравенства В.Ф. Бабенко.

Ключевые слова: неравенства для производных, несимметричные нормы.
For non-periodic functions x ∈ Lr

∞(R) defined on the hole real line we established the
analogs of some inequality of V.F. Babenko.

Key words: inequalities for derivatives, non-symmetric norms.
Пусть G ⊂ R− некоторое измеримое множество. Через Lp(G), 0 < p ≤ ∞,

будем обозначать пространство измеримых функций x : G → R, для которых
‖x‖Lp(G) < ∞, где ‖x‖Lp(G) := (

∫
G

|x (t)|p dt)1/p, если 0 < p < ∞, и ‖x‖Lp(G) :=

= vrai sup
t∈G
|x (t)|, если p = ∞. В качестве G будем рассматривать отрезок [a, b],

действительную ось R или окружность T, реализованную в виде отрезка [0, 2π]
с отождествленными концами. Если x ∈ Lp(T), 0 < p ≤ ∞, то положим для
краткости ‖x‖p := ‖x‖Lp(T) и для x ∈ L∞(R) вместо ‖x‖L∞(R) также будем писать
‖x‖∞. Для α, β > 0 и x ∈ L∞(R) положим

‖x‖∞,α,β := ‖αx+ + βx−‖∞,

где x±(t) := max{x±(t), 0}. Через Lr∞(R) будем обозначать пространство функций
x ∈ L∞(R), имеющих локально абсолютно непрерывные производные до (r−1)-го
порядка, причем x(r) ∈ L∞(R). Пусть далее

W r
∞,α,β(R) :=

{
x ∈ Lr∞(R) :

∥∥x(r)
∥∥
∞,α−1,β−1 ≤ 1

}
.

Символом ϕα,βr (t) обозначим r-й 2π-периодический интеграл с нулевым сред-
ним значением на периоде от 2π-периодической функции ϕα,β0 (t), определенной на
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[0, 2π] следующим образом: ϕα,βr (t) := α, если t ∈ [0, 2πβ/(α + β)] и ϕα,βr (t) := −β,
если t ∈ [2πβ/(α+β), 2π]. Заметим, что ϕ1,1

r является идеальным сплайном Эйлера
ϕr порядка r.

Для функций x ∈ Lr∞(T), k, r ∈ N, k < r, q ∈ [1,∞), хорошо известно и имеет
ряд интересных приложений неравенство А.А. Лигуна [1]∥∥x(k)

∥∥
q
≤ ‖ϕr−k‖q
‖ϕr‖1− k

r
∞

‖x‖1− k
r

∞

∥∥x(r)
∥∥ kr
∞ . (1)

В.Ф. Бабенко [2] получил следующее обобщение неравенства (1) для функций
x ∈ Lr∞(T) с несимметричными ограничениями на старшую производную:

‖x(k)
± ‖q ≤

∥∥∥∥(ϕα,βr−k)±
∥∥∥∥
q

(
E0(x)∞

E0(ϕα,βr )∞

)1−k/r

‖x(r)‖k/r∞,α−1,β−1 , (2)

где E0(x)∞ := inf{‖x− c‖∞ : c ∈ R}, а x(k)
± := (x(k))±.

Другое обобщение неравенства (1) для непериодических функций на всей оси
дали Б. Боянов и Н. Найденов [3]. Для произвольного отрезка [a, b] ⊂ R они
нашли точные верхние грани норм производных

∥∥x(k)
∥∥
Lq [a,b]

, k = 1, ..., r − 1, на
классе функций x ∈ Lr∞(R), таких что ‖x(r)‖∞ ≤ Ar, ‖x‖∞ ≤ A0.

В [4] для произвольного отрезка [a, b] ⊂ R решена задача вычисления точных
верхних граней норм функций и их производных

∥∥x(k)
∥∥
Lq [a,b]

, k = 0, 1, ..., r − 1,
на классах функций x ∈ Lr∞(R), удовлетворяющих более общим ограничениям
‖x(r)‖∞ ≤ Ar, L(x)p ≤ A0, где [5]

L(x)p := sup
{
‖x‖Lp[a,b] : a, b ∈ R, |x(t)| > 0, t ∈ (a, b)

}
, p > 0.

В настоящей работе доказаны аналоги неравенства (2) для непериодических
функций, определенных на всей оси (теорема 2 и следствия из нее). Все неравен-
ства, полученные в работе, являются точными на соответствующих классах.

Для λ > 0 положим ϕα,βλ,r (t) := λ−rϕα,βr (λt).

Лемма. Пусть r ∈ N; p > 0; α, β > 0. Если для функции W r
∞,α,β(R) число λ > 0

выбрано так, что

L(x±)p ≤ L

((
ϕα,βλ,r

)
±

)
p

, (3)

то
‖x±‖∞ ≤

∥∥∥∥(ϕα,βλ,r )±
∥∥∥∥
∞
. (4)

Доказательство. Предположим, что неравенство (4) не выполняется. Тогда су-
ществует ω < λ, такое что

max


‖x+‖∞∥∥∥∥(ϕα,βω,r)

+

∥∥∥∥
∞

,
‖x−‖∞∥∥∥∥(ϕα,βω,r)−

∥∥∥∥
∞

 = 1.
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Пусть, например,

‖x+‖∞ =
∥∥∥(ϕα,βω,r )+

∥∥∥
∞
, ‖x−‖∞ ≤

∥∥∥(ϕα,βω,r )−∥∥∥∞ . (5)

Выберем t0 ∈ R, удовлетворяющее условию∥∥∥(ϕα,βω,r )+

∥∥∥
∞

= ϕα,βω,r (t0), (6)

и пусть c1 – наибольший нуль сплайна ϕα,βω,r в промежутке (−∞, t0), а c2 – наимень-
ший нуль сплайна ϕα,βω,r в промежутке (t0,∞, ). Для любого достаточно малого ε > 0
существуют точки t1ε ∈ (c1, t0) и t2ε ∈ (t0, c2), для которых

ϕα,βω,r (t1ε) = ϕα,βω,r (t2ε) =
∥∥∥(ϕα,βω,r )+

∥∥∥
∞
− ε.

Положим δ1 := t0 − t1ε и δ2 := t2ε − t0. Ясно, что δi → 0 при ε→ 0, i = 1, 2. Для
достаточно малых ε > 0 определим функцию ψε(t) на [c1, c2] следующим образом

ψε(t) :=


ϕα,βω,r (t− δ1), если t ∈ [c1 + δ1, t0];
ϕα,βω,r (t+ δ2), если t ∈ [t0, c2 − δ2];
0, если t ∈ [c1, c1 + δ1] ∪ [c2 − δ2, c2].

Очевидно, что ψε(t0) = ‖ϕα,βω,r‖∞ − ε и ψε(t)→ ϕα,βω,r (t) для t ∈ [c1, c2] при ε→ 0.
Так как L(x)p < ∞, то из (5) и (6) следует существование такого сдвига xε(t) :=
x(t+ τε), что x′ε(t0) = 0 и

|xε(t0)| ≥
∥∥∥(ϕα,βω,r )+

∥∥∥
∞
− ε = ψε(t0). (7)

Кроме того, ввиду (5) функция x удовлетворяет условиям теоремы сравнения Хëр-
мандера [6]. Согласно этой теореме из (7) следует, что

|xε(t)| ≥ ψε(t), t ∈ [c1 + δ1, c2 − δ2].

Поэтому
L(x+)p = L((xε)+)p ≥ ‖ψε‖Lp[c1+δ1, c2−δ2].

Переходя в этом неравенстве к пределу при ε→ 0, получаем

L((x)+)p ≥ L
((
ϕα,βω,r

)
+

)
p
> L

((
ϕα,βλ,r

)
+

)
p

,

что противоречит (3). Лемма доказана.
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Пусть r ∈ N; p, α, β, λ > 0. Для функции x, такой что L(x)p <∞, положим

Mα,β
λ,r (x)p := max


L(x+)p

L

((
ϕα,βλ,r

)
+

)
p

,
L(x−)p

L

((
ϕα,βλ,r

)
−

)
p

 .

Вместо Mα,β
1,r (x)p будем писать Mα,β

r (x)p. Заметим, что из очевидных равенств

L

((
ϕα,βλ,r

)
±

)
p

= λ−(r+1/p)L
((
ϕα,βr

)
±

)
p

(8)

следует, что
Mα,β

λ,r (x)p = λr+1/pMα,β
r (x)p. (9)

Теорема 1. Пусть r ∈ N; p > 0; α, β > 0. Для любой функции x ∈ Lr∞(R), такой
что L(x)p <∞, имеет место неравенство

‖x±‖∞ ≤
∥∥∥(ϕα,βr )

±

∥∥∥
∞
Mα,β

r (x)γp · ‖x(r)‖1−γ
∞,α−1,β−1 , (10)

где γ = r/(r + 1/p). В частности,

E0(x)∞ ≤ E0

(
ϕα,βr

)
∞M

α,β
r (x)γp · ‖x(r)‖1−γ

∞,α−1,β−1 . (11)

Доказательство. Зафиксируем произвольную функцию x ∈ Lr∞(R), такую что
L(x)p <∞. Ввиду однородности доказываемых неравенств можно считать, что

‖x(r)‖∞,α−1,β−1 = 1. (12)

Тогда x ∈ W r
∞,α,β(R). Выберем λ > 0 так, чтобыMα,β

λ,r (x)p = 1. Теперь для функции
x выполнены условия леммы, согласно которой

‖x±‖∞ ≤
∥∥∥∥(ϕα,βλ,r )±

∥∥∥∥
∞
.

Таким образом,

‖x±‖∞ ≤
∥∥∥∥(ϕα,βλ,r )±

∥∥∥∥
∞
Mα,β

λ,r (x)γp .

Учитывая (9), равенство
∥∥∥∥(ϕα,βλ,r )±

∥∥∥∥
∞

= λ−r
∥∥∥(ϕα,βr )

±

∥∥∥
∞
, и определение γ, отсюда

получаем

‖x±‖∞ ≤ λ−r
∥∥∥(ϕα,βr )

±

∥∥∥
∞

[
λr+1/pMα,β

r (x)p
]γ

=
∥∥∥(ϕα,βr )

±

∥∥∥
∞
Mα,β

r (x)γp ,

что и завершает доказательство (10) ввиду (12). Неравенство (11) сразу следует
из (10). Теорема 1 доказана.
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Неравенство (11) является непериодическим аналогом следующего неравенства
для функций x ∈ Lr∞(T) [7]

E0(x)∞ ≤ E0

(
ϕα,βr

)
∞

(
E0(x)p

E0(ϕα,βr )p

) r
r+1/p

· ‖x(r)‖
1/p
r+1/p

∞,α−1,β−1 ,

где E0(x)p := inf{‖x− c‖p : c ∈ R}.

Теорема 2. Пусть k, r ∈ N, k < r; q ≥ 1, p > 0; α, β > 0. Если функция x ∈
Lr∞(R) и отрезок [a, b] ⊂ R таковы, что

1) x(k)(a) = x(k)(b) = 0, 2)

b∫
a

x(k)(t)dt = 0, (13)

а также L(x)p <∞, то

∥∥∥x(k)
±

∥∥∥
Lq [a,b]

≤
(
b− a
2π

)1/q ∥∥∥∥(ϕα,βr−k)±
∥∥∥∥
q

Mα,β
r (x)δp · ‖x(r)‖1−δ

∞,α−1,β−1 , (14)

где δ = (r − k)/(r + 1/p).

Доказательство. Зафиксируем произвольную функцию x ∈ Lr∞(R) и отрезок
[a, b] ⊂ R, удовлетворяющие условиям теоремы. Положим ω := 2π

b−a . Тогда функ-
ция ϕα,βω,r (t) имеет период 2π/ω = b − a. Повторяя дословно рассуждения, исполь-
зованные при доказательстве теорем 6.1.2 и 6.2.2 из [8] и заменяя в этих рассуж-
дениях функцию ϕα,βr (t) функцией ϕα,βω,r (t), получим неравенство

∥∥∥x(k)
±

∥∥∥
Lq [a,b]

≤
∥∥∥∥(ϕα,βω,r−k)±

∥∥∥∥
Lq [0,

2π
ω

]

(
E0(x)∞

E0(ϕα,βω,r )∞

)1− k
r

· ‖x(r)‖k/r∞,α−1,β−1 . (15)

При этом условие (13) заменяет условие периодичности функции x в упомянутых
теоремах, ибо в этих теоремах от свойства периодичности функции x используется
лишь второе из условий (13), а выполнение первого условия достигается за счет
перехода к подходящему сдвигу функции x.

Используя (8), равенство E0(ϕα,βω,r )∞ = ω−rE0(ϕα,βr )∞ и определение ω, перепи-
шем (15) в виде

∥∥∥x(k)
±

∥∥∥
Lq [a,b]

≤ ω−(r−k+ 1
q

)

∥∥∥∥(ϕα,βr−k)±
∥∥∥∥
q

(
E0(x)∞

ω−rE0(ϕα,βr )∞

)1− k
r

· ‖x(r)‖k/r∞,α−1,β−1 =

=

(
b− a
2π

)1/q ∥∥∥∥(ϕα,βr−k)±
∥∥∥∥
q

(
E0(x)∞

E0(ϕα,βr )∞

)1− k
r

· ‖x(r)‖k/r∞,α−1,β−1 .
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Оценивая далее E0(x)∞ при помощи неравенства (11) теоремы 1, будем иметь∥∥∥x(k)
±

∥∥∥
Lq [a,b]

≤
(
b− a
2π

)1/q ∥∥∥∥(ϕα,βr−k)±
∥∥∥∥
q

[
Mα,β

r (x)γp · ‖x(r)‖1−γ
∞,α−1,β−1

]1− k
r ‖x(r)‖k/r∞,α−1,β−1 ,

где γ = r/(r + 1/p). Отсюда сразу следует (14). Теорема 2 доказана.

Следствие 1. В условиях теоремы 2∥∥∥x(k)
±

∥∥∥
Lq [a,b]

≤
(
b− a
2π

) 1
q
∥∥∥∥(ϕα,βr−k)±

∥∥∥∥
q

(
E0(x)∞

E0(ϕα,βr )∞

)1− k
r

· ‖x(r)‖k/r∞,α−1,β−1 .

Доказательство. Для x ∈ Lr∞(R) выберем число c ∈ R так, чтобы для функции
x̄ := x− c выполнялось равенство

‖x̄+‖∞
‖(ϕα,βr )+‖∞

=
‖x̄−‖∞
‖(ϕα,βr )−‖∞

.

Тогда

Mα,β
r (x̄)∞ =

E0(x)∞

E0(ϕα,βr )∞
.

Поэтому, применяя неравенство (14) с p =∞ к функции x̄, получаем утверждение
следствия 1.

В случае 2π-периодических функций x ∈ Lr∞(T) и отрезка [a, b] длиной 2π
неравенство из следствия 1 трансформируется в (2).

Заметим далее, что если число r нечетное, то функция ϕα,βr нечетная относи-
тельно точек tk = πβ/(α + β) + 2kπ. Следовательно,

L
((
ϕα,βr

)
+

)
p

= L
((
ϕα,βr

)
−

)
p

= L
(
ϕα,βr

)
p
. (16)

В этом случае выполнено равенство

Mα,β
r (x)p =

L(x)p

L(ϕα,βr )p
. (17)

Отсюда вытекает следующее утверждение.

Следствие 2. Если в условиях теоремы 2 число r нечетное, то∥∥∥x(k)
±

∥∥∥
Lq [a,b]

≤
(
b− a
2π

) 1
q
∥∥∥∥(ϕα,βr−k)±

∥∥∥∥
q

(
L(x)p

L(ϕα,βr )p

)δ

· ‖x(r)‖1−δ
∞,α−1,β−1 ,

где δ = (r − k)/(r + 1/p). Если же число r − k является нечетным, то∥∥∥x(k)
±

∥∥∥
Lq [a,b]

≤
(
b− a
4π

) 1
q ∥∥∥ϕα,βr−k∥∥∥

q
Mα,β

r (x)δp · ‖x(r)‖1−δ
∞,α−1,β−1

с тем же показателем δ.
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Учитывая, что при α = β равенства (16) и (17) справедливы для любого r ∈ N,
получаем еще одно следствие.

Следствие 3. В условиях теоремы 2

∥∥∥x(k)
±

∥∥∥
Lq [a,b]

≤
(
b− a
4π

) 1
q

‖ϕr−k‖q
(
L(x)p
L(ϕr)p

)δ
· ‖x(r)‖1−δ

∞

и ∥∥x(k)
∥∥
Lq [a,b]

≤
(
b− a
2π

) 1
q

‖ϕr−k‖q
(
L(x)p
L(ϕr)p

)δ
· ‖x(r)‖1−δ

∞ ,

где δ = (r − k)/(r + 1/p).

В случае 2π-периодических функций x ∈ Lr∞(T) и отрезка [a, b] длиной 2π
последнее неравенство было доказано в [9]. Для таких функций и отрезка это
неравенство (при p =∞) трансформируется в (1).
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Math. Scand., 1954. — Т. 2. — С. 33–45.

7. Babenko V. F. Inequalities of Kolmogorov Type and Some Their Applications in
Approximation Theory / V. F. Babenko, V. A. Kofanov and S. A. Pichugov // Rendiconti
del Circolo Matematico di Palermo. Serie II, Suppl., 1998. — V. 52. — P. 223–237.

8. Корнейчук Н. П Неравенства для производных и их приложения / Н. П. Корнейчук,
В. Ф. Бабенко, В. А. Кофанов, С. А. Пичугов — К., 2003. — 590 с.

9. Kofanov V. A. Some exact inequalities of Kolmogorov type / V. A. Kofanov // Мат.
физика, анализ, геометрия, 2002. — Т. 9, № 3. — С. 1–8.

Надiйшло до редколегiї 13.01.2012

105


