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Отримано оцiнки для наближення полiномами функцiй iз заданою мажорантою
модуля неперервностi в iнтегральнiй метрицi.

Ключовi слова: модуль неперервностi, теорема Джексона.
Получены оценки для приближения полиномами функций с заданной мажоран-

той модуля непрерывности в интегральной метрике.
Ключевые слова: модуль непрерывности, теорема Джексона.
Estimates for approximation of functions with given majorant of modulus of

continuity by polinomials in integral metrics were estalished.
Key words: мodulus of continuity, Jackson theorem.
Для довiльного модуля неперервностi ω i 1 ≤ p <∞ позначимо через Hω

p клас
функцiй f ∈ Lp, для яких при всiх h ∈ (0, 1) виконується нерiвнiсть

‖f(·+ h)− f(·)‖Lp(−1,1−h) ≤ ω(h).

Для r ∈ N, довiльного модуля неперервностi ω i 1 ≤ p < ∞ позначимо через
W rHω

p клас функцiй f ∈ C, що мають абсолютно неперервну похiдну f (r−1), таку,
що f (r) ∈ Hω

p .
Класи W rHω

p дослiджували, зокрема, Г.К. Лебедь [1], М.К. Потапов [2 − 5],
В.П. Моторний [6].

У 1971 роцi В.П. Моторний довiв наступну теорему.
Теорема А [6]. Нехай задано r ∈ N, α ∈ (0, 1), ω(t) = tα i функцiя f(x) ∈

W rHω
p (1 ≤ p < ∞). Тодi iснує константа C = Cr, яка залежить тiльки вiд r,

така що для кожного n ≥ r знайдеться алгебраїчний многочлен степеня не вище
n, що задовольняє нерiвностi∥∥∥∥∥∥∥

f(x)− Pn(x)(√
1− x2 + 1

n

)r+α
∥∥∥∥∥∥∥
p

≤ Cr
ln

1
p n

nr+α
.

Одним з головних результатiв данної роботи є наступна теорема, що є узагаль-
ненням теореми А.
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Теорема 1. Нехай задано r ∈ N, модуль неперервностi ω(t), такий, що функiя
ω(t)
t

не зростає, i функцiя f(x) ∈ W rHω
p (1 ≤ p < ∞). Тодi iснує константа

C = Cr, яка залежить тiльки вiд r, така що для кожного n ≥ r знайдеться
алгебраїчний многочлен степеня не вище n, що задовольняє нерiвностi∥∥∥∥∥∥ f(x)− Pn(x)

ω
(√

1− x2) 1
n + 1

n2

)(√
1− x2 + 1

n

)r
∥∥∥∥∥∥
p

≤ Cr
ln

1
p n

nr
.

Зауваження. З опуклостi вгору функцiї ω(t) випливає що функiя ω(t)
t

не зростає.

Доведення теореми 1. Розiб’ємо вiдрiзок [−1; 1] на рiвнi частини довжини
1
n
i позначимo точки розбиття через xn,i, i = 0, 1, ..., 2n (xn,0 = −1, xn,2n = 1). На

кожному вiдрiзку [xn,i−1, xn,i] розглянемо середнє значення функцiї f(x) ∈ Hω
p :

Ln,i = n

xn,i∫
xn,i−1

f(t)dt.

Нехай, далi,

Fn(f ;x) =
2n−1∑
j=0

Θj(x)∆Ln,j, (1)

де Θj(x) = Θ(x − xn,j), Θ(x) = 1, якщо x ≥ 0 i Θ(x) = 0, якщо x < 0,
∆Ln,j = Ln,j+1 − Ln,j (Ln,0 = 0). Рiвнiсть (1) кожнiй функцiї f(x) ∈ Hω

p ставить у
вiдповiднiсть кусково-сталу функцiю, що дорiвнює середньому значенню функцiї
f(x) на кожному iнтервалi (xn,i−1, xn,i).

Для доведення теореми 1 нам знадобляться допомiжнi результати. Наступна
теорема була доведена у роботi [6] (див. теорему 1).

Теорема 2. Для довiльних модуля неперервностi ω, функцiї f ∈ Hω
p (1 ≤ p <∞)

i цiлого n > 0 має мiсце нерiвнiсть

‖f(x)− Fn(f ;x)‖Lp = O

(
ω

(
1

n

))
.

Для будь-якого цiлого n > 0 розглянемо точки αi ∈ [0, 1] такi, що:
a) α0 = 0, αi+1 = αi + Ki

n2i
,

b)
√

1− α2
i >

1
2i
,

c)
√

1−
(
αi + 1

n2i

)2

≤ 1
2i
, i = 1, 2, ..., [log2 n],

де Ki− цiлi додатнi числа. Покладемо α−i = −αi. Обравши числа αi таким
чином, розiб’ємо кожен вiдрiзок [αi, αi+1](α[log2 n]+1 = 1) на частини, довжини
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яких дорiвнюють 1
n2i

. Новi точки дiлення разом з точками αi позначимо через
xi(xi < xi+1), i = 0, 1, ..., N. Нехай Ek = [αk, αk+1]

⋃
[α−(k+1), α−k].

Покладемо F̃n(f ;x) = Fn2k(f ;x) для x ∈ Ek.
Зауваження 1. Iз означення точок ak i xi випливає, що:

1. 1
2i
<
√

1− a2
i ≤ 1

2i−1 .

2. 1
2n
< τi − τi+1 <

1
n
, якщо cos τi = xi, cos τi+1 = xi+1, xi, xi+1 ∈ [ak, ak+1].

Дiйсно, нерiвностi 1 випливають з означення. Для доведення нерiвностей 2 ско-
ристаємось теоремою Лагранжа: xi+1 − xi = cos τi − cos τi+1 = sin τ ∗i (τi − τi+1),

де τ ∗i ∈ (τi, τi+1), а отже sin τ ∗i ∈
(√

1− a2
k+1,

√
1− a2

k

)
. Звiдси отримуємо, що√

1− a2
k+1 (τi − τi+1) < xi+1 − xi <

√
1− a2

k (τi − τi+1). Тепер застосовуючи дове-
денi нерiвностi 1 i той факт, що xi+1 − xi = 1

n2k
приходимо до необхiдних нерiвно-

стей.
Зауваження 2. Iз означення точок ak i xi та зауваження 1 випливає, що якщо
xi, xj ∈ [ak, ak+1], то

1

4
≤
√

1− x2
i√

1− x2
j

≤ 4.

Зауваження 3. Iз зауваження 2 випливає, що якщо xi, xj ∈ [ak, ak+1], cos τi = xi,
cos τj = xj, ω(t) — модуль неперервностi, для якого функцiя ω(t)

t
не зростає, то

1

4
≤

ω
(

sin τi
n

)
ω
(

sin τj
n

) ≤ 4.

Наступна теорема є узагальненням теореми 5 роботи [6].

Теорема 3. Для довiльних модуля неперервностi ω, функцiї f(x) ∈ Hω
p i цiлого

n > 0 має мiсце нерiвнiсть
1∫

−1

∣∣∣∣∣ f(x)− F̃n(f ;x)

ω
(√

1− x2 1
n

+ 1
n2

)∣∣∣∣∣
p

dx ≤ C lnn.

Доведення цiєї теореми аналогiчне до доведення теореми 5 роботи [6].
Наступна теорема є узагальненням теореми 6 роботи [6].

Теорема 4. Для довiльних модуля неперервностi ω, такого, що функiя ω(t)
t

не
зростає, функцiї f(x) ∈ Hω

p i цiлого n > 0 iснує полiном Pn(x) степеня 2mn
такий, що виконується нерiвнiсть

1∫
−1

∣∣∣∣∣ F̃n(f ;x)− Pn(x)

ω
(√

1− x2 1
n

+ 1
n2

)∣∣∣∣∣
p

dx ≤ C lnn,

де цiле число m залежить тiльки вiд ω та p.
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Для доведення тереми 4 нам знадобиться наступна лема [7].

Лема 1. Iснує алгебраїчний многочлен Pn(x) степеня ≤ 2mn такий, що для кож-
ного x, z ∈ [−1, 1] має мiсце нерiвнiсть

|Θz(x)− Pn(x)| ≤ A(m)

(n| arccosx− arccos z|+ 1)2m−1
,

де Θz(x)− зсув вправо функцiї Хевiсайда Θ(x) на величину z, а m− фiксоване цiле
число. Постiйна A(m) залежить вiд m.

Доведення теореми 4.Нехай xi = xi,n− точки вiдрiзку [−1; 1], що були визна-
ченi ранiше. Для кожного n розглянемо алгебраїчний многочлен Pn(x) степеня не
вище 2mn (m - фiксоване число)

Pn(x) =
∑
j

Pxj(x)∆L̃n,j,

де Pxj(x)− тi ж самi многочлени, що i у лемi 1, а

∆L̃n,j =
1

∆xj

xj+1∫
xj

f(t)dt− 1

∆xj−1

xj∫
xj−1

f(t)dt,∆xj = xj+1 − xj.

Тодi 
1∫

−1

∣∣∣∣∣ F̃n(f ;x)− Pn(x)

ω
(√

1− x2 1
n

+ 1
n2

)∣∣∣∣∣
p

dx


1
p

=

= O


∑

i

ω−p
(√

1− x2
i

1

n
+

1

n2

) xi+1∫
xi

∣∣∣∣∣∑
j

(Θj(x)− Pxj(x))∆L̃n,j

∣∣∣∣∣
p

dx


1
p

 .

Для того, щоб оцiнити праву частину останньої нерiвностi розглянемо два ви-
падки.

1. Нехай p = 1. Покладемо xi,n = cos τi,n. Використовуючи лему 1 прийдемо до
спiввiдношення

∑
i

ω−1

(√
1− x2

1

n
+

1

n2

) xi+1∫
xi

∣∣∣∣∣∑
j

(Θj(x)− Pxj(x))∆L̃n,j

∣∣∣∣∣ dx =

= O

(∑
i

∑
j

ω−1

(
sin τi,n
n

)
sin τi,n
n
|∆L̃n,j|

1

(n|τi − τj,n|+ 1)2m−1

)
.

Тепер використовуючи нерiвнiсть

sin τi,n ≤ sin τj,n + |τi,n − τj,n|, (2)
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якщо sin τi,n > sin τj,n, та незростання функцiї ω(t)
t
, отримаємо∑

i

∑
j

ω−1

(
sin τi,n
n

)
sin τi,n
n
|∆L̃n,j|

1

(n|τi,n − τj,n|+ 1)2m−1 =

=
∑
j

|∆L̃n,j|
n

 ∑
sin τi,n≤sin τj,n

sin τi,n
(n|τi,n − τj,n|+ 1)2m−1ω

−1

(
sin τi,n
n

)
+

+
∑

sin τi,n>sin τj,n

sin τi,n
(n|τi,n − τj,n|+ 1)2m−1ω

−1

(
sin τi,n
n

) =

= O

(∑
j

|∆L̃n,j|
n

{∑
i

sin τj,n
(n|τi,n − τj,n|+ 1)2m−1ω

−1

(
sin τj,n
n

)
+

+
∑
i

(n|τi,n − τj,n|+ 1)

n(n|τi,n − τj,n|+ 1)2m−1ω
−1

(
sin τj,n
n

)})
.

Оцiнюючи зверху внутрiшню сумму сумою ряду за всiма натуральними i (вра-
ховуючи зауваження 1) при m > 3

2
отримуємо

∑
j

|∆L̃n,j|
n

{∑
i

sin τj,n
(n|τi,n − τj,n|+ 1)2m−1ω

−1

(
sin τj,n
n

)
+

+
∑
i

(n|τi,n − τj,n|+ 1)

n(n|τi,n − τj,n|+ 1)2m−1ω
−1

(
sin τj,n
n

)}
=

= O

(∑
j

|∆L̃n,j|
n

sin τj,nω
−1

(
sin τj,n
n

))
.

2. Нехай тепер p > 1. Використовуючи нерiвнiсть Гельдера, одержимо:∑
i

ω−p
(√

1− x2
1

n
+

1

n2

) xi+1∫
xi

∣∣∣∣∣∑
j

(Θj(x)− Pxj(x))∆L̃n,j

∣∣∣∣∣
p

dx


1
p

=

= O


∑

i

ω−p
(

sin τi,n
n

)
sin τi,n
n

∑
j

∣∣∣∆L̃n,j∣∣∣
(1 + n|τi,n − τj,n|)2m−1

p
1
p
 =

= O



∑
i

ω−p
(

sin τi,n
n

)
sin τi,n
n

∑
j

∣∣∣∆L̃n,j∣∣∣p
(1 + n|τi,n − τj,n|)

2m−1
2

p


1
p
p

·
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·

(∑
j

1

(1 + n|τi,n − τj,n|)
2m−1

2
q

) p
q


1
p

 =

= O

{∑
j

∣∣∣∆L̃n,j∣∣∣p∑
i

ω−p
(

sin τi,n
n

)
sin τi,n
n
· 1

(1 + n|τi,n − τj,n|)
2m−1

2
p

} 1
p

 .

Використовуючи неспадання функцiї ω та нерiвнiсть (2) отримаємо∑
sin τi,n>sin τj,n

ω−p
(

sin τi,n
n

)
sin τi,n
n
· 1

(1 + n|τi,n − τj,n|)
2m−1

2
p
≤

≤
∑

sin τi,n>sin τj,n

ω−p
(

sin τi,n
n

)
sin τj,n + |τi,n − τj,n|

n
· 1

(1 + n|τi,n − τj,n|)
2m−1

2
p
≤

≤ Cω−p
(

sin τj,n
n

)
sin τj,n
n

.

Застосовуючи спадання функцiї ω(t)
t

та нерiвнiсть

1

sin τi,n
≤ 1

sin τj,n
+
|τi,n − τj,n|

sin τi,n sin τj,n
(3)

отримаємо ∑
sin τi,n≤sin τj,n

ω−p
(

sin τi,n
n

)
· sin τi,n

n
· 1

(1 + n|τi,n − τj,n|)
2m−1

2
p

=

=
∑

sin τi,n≤sin τj,n

(
ω−1

(
sin τi,n
n

)
sin τi,n
n

)p(
sin τi,n
n

)1−p
1

(1 + n|τi,n − τj,n|)
2m−1

2
p
≤

≤ np−1
∑

sin τi,n≤sin τj,n

(
ω−1

(
sin τj,n
n

)
sin τj,n
n

)p(
1

sin τi,n

)p−1
1

(1 + n|τi,n − τj,n|)
2m−1

2
p
≤

≤ C
sin τj,n
n

ω−p
(

sin τj,n
n

)
.

Таким чином для довiльного 1 ≤ p <∞ приходимо до оцiнки
1∫

−1

∣∣∣∣∣ F̃n(f ;x)− Pn(x)

ω
(√

1− x2 1
n

+ 1
n2

)∣∣∣∣∣
p

dx


1
p

= O

{∑
j

∣∣∣∆L̃n,j∣∣∣p ω−p(sin τj,n
n

)
sin τj,n
n

} 1
p

 .

Покладемо Jk := {j : xj ∈ [ak, ak+1]}. Тодi

∑
j:xj≥0

∣∣∣∆L̃n,j∣∣∣p ω−p(sin τj,n
n

)
sin τj,n
n

=

[log2 n]∑
k=1

∑
j∈Jk

∣∣∣∆L̃n,j∣∣∣p ω−p(sin τj,n
n

)
sin τj,n
n

≤
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≤
[log2 n]∑
k=1

ω−p

(√
1− a2

k

n

)√
1− a2

k

n

∑
j∈Jk

∣∣∣∆L̃n,j∣∣∣p =

=

[log2 n]∑
k=1

ω−p

(√
1− a2

k

n

)√
1− a2

k

n

∣∣∣∣∣
ak+1∨
ak

(Fn·2k)p + ∆p
p,k

∣∣∣∣∣ , (4)

де ∆p,k = n · 2k
ak+ 1

n·2k∫
ak

f(t)dt− 1
2

ak∫
ak− 2

n·2k

f(t)dt

 .

Аналогiчно оцiнюється сума
∑

j:xj<0

∣∣∣∆L̃n,j∣∣∣p ω−p(sin τj,n
n

)
sin τj,n
n .

Згiдно з теоремою 3 в [6]

ak+1∨
ak

(Fn·2k) ≤
1∨
−1

(Fn·2k) ≤ Cn2kωp
(
f ;

1

n · 2k

)
. (5)

Оцiнимо ∆p,k. Покладемо h = 1
n·2k . Тодi

h∆p,k =

∣∣∣∣∣∣
ak+h∫
ak

f(t)dt− 1

2

ak∫
ak−2h

f(t)dt

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
ak+h∫
ak

f(t)dt− 1

2

ak−h∫
ak−2h

f(t)dt− 1

2

ak∫
ak−h

f(t)dt

∣∣∣∣∣∣ =

=
1

2

∣∣∣∣∣∣
ak−h∫

ak−2h

[f(t+ 2h)− f(t)]dt+

ak∫
ak−h

[f(t+ h)− f(t)] dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

2

2

ak−h∫
ak−2h

|f(t+ 2h)− f(t+ h)| dt+

ak−h∫
ak−2h

|f(t+ h)− f(t)| dt

 ≤
≤

ak∫
ak−2h

|f(t+ h)− f(t)| dt ≤


ak∫

ak−2h

|f(t+ h)− f(t)|p dt


1
p

(2h)
1
q ≤ 2

1
qω(f ;h)h

1
q .

Пiдставляючи тепер отриману оцiнку для ∆p,k та (5) у (4) приходимо до необхiдної
нерiвностi. Теорема доведена.

Наступна лема доводиться аналогiчно до леми 2 в [2].

Лема 2. Нехай ω(t)− модуль неперервностi, функцiя f(x) має похiдну f ′(x), для
якої виконується нерiвнiсть 1∫

−1

∣∣∣∣∣∣∣
f ′(x)− Pn−1(x)

ω
(√

1− x2 1
n + 1

n2

)(√
1− x2 1

n + 1
n2

)s−1

∣∣∣∣∣∣∣
p

dx


1
p

≤M.
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Тодi для кожного n ≥ s+ 2 iснує полiном степеня не вище n такий, що 1∫
−1

∣∣∣∣∣∣ f(x)−Qn(x)

ω
(√

1− x2 1
n + 1

n2

)(√
1− x2 1

n + 1
n2

)s
∣∣∣∣∣∣
p

dx


1
p

≤ CM. (6)

Нехай f(x) ∈ W rHω
p . Тодi для f (r) ∈ Hω

p згiдно з теоремами 3 i 4 iснує полiном
Pn такий, що ∥∥∥∥∥∥ f (r)(x)− Pn(x)

ω
(√

1− x2 1
n + 1

n2

)
∥∥∥∥∥∥
p

≤

∥∥∥∥∥∥ f
(r)(x)− Fñ(f (r), x)

ω
(√

1− x2 1
n + 1

n2

)
∥∥∥∥∥∥
p

+

+

∥∥∥∥∥∥ Fñ(f (r), x)− Pn(x)

ω
(√

1− x2 1
n + 1

n2

)
∥∥∥∥∥∥
p

< C ln
1
p n.

Використовуючи r раз лему 2 отримуємо доведення теореми 1.

Теорема 5. Нехай f ∈ Lp. Тодi iснує послiдовнiсть многочленiв Pn така, що для
всiх n ∈ N.

‖f − Pn‖p ≤ Cω

(
f ;

1

n

)
p

.

Доведення теореми 5. Для функцiї Fn визначеної рiвнiстю (1) за теоремою 2

‖f − Fn(f)‖p ≤ Cω

(
f ;

1

n

)
p

.

Нехай Pn(x) =
2n−1∑
j=0

Pxj(x)∆Ln,j, де Pxj(x)− многолени, iснування яких доведено

лемою 1. Оцiнимо ‖Fn(f)− Pn(x)‖p .

‖Fn(f)− Pn(x)‖p =


2n−1∑
i=0

xi+1∫
xi

∣∣∣∣∣
2n−1∑
j=0

(
Θ(x− xj)− Pxj(x)

)
∆Ln,j

∣∣∣∣∣
p

dx


1
p

≤

≤ C

n
1
p

{
2n−1∑
i=0

{
2n−1∑
j=0

|∆Ln,j|
1

(n(arccosxi − arccosxj) + 1)2m−1

}p} 1
p

,

де

| arccosxi − arccosxj| =
1√

1− x2
|xi − xj| ≥

|i− j|
n

.
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Якщо p = 1, то змiнюючи порядок пiдсумування, одержимо

‖Fn(f)− Pn(x)‖p ≤
C

n

2n−1∑
j=0

|∆Ln,j|
2n−1∑
i=0

1

(|i− j|+ 1)2m−1
≤

≤ C

n

2n−1∑
j=0

|∆Ln,j| ≤
C

n
nω

(
f ;

1

n

)
1

= Cω

(
f ;

1

n

)
1

.

Якщо p > 1, то застосуємо нерiвнiсть Гельдера:

‖Fn(f)− Pn(x)‖p ≤

≤ C

n
1
p


2n−1∑
i=0

{
2n−1∑
j=0

|∆Ln,j|p
1

(|i− j|+ 1)
2m−1

2
p

}{
2n−1∑
j=0

1

(|i− j|+ 1)
2m−1

2
q

} p
q


1
p

≤

≤ C

{
1

n

2n−1∑
j=0

|∆Ln,j|p
2n−1∑
i=0

1

(|i− j|+ 1)
2m−1

2
p

} 1
p

≤ Cω

(
f ;

1

n

)
p

.

Застосовуючи лему 2 одержимо наступне твердження.

Теорема 6. Нехай f(x) має iнтегровну похiдну r-го порядку. Тодi iснує полiном
P r
n(x) такий, що ∥∥∥∥∥ f − Pn

(
√

1− x2 + 1
n
)

∥∥∥∥∥
p

≤ Cr
nr
ω

(
f (r);

1

n

)
p

.

Теорема 6 є аналог теореми Джексона у випадку наближення функцiї алгеб-
раїчними многочленами у просторi Lp.

Частиний випадок цiєї теореми одержано в [2; 3] , якщо ω(f ; t)p ≤ Ctα.

Теорема 7. Нехай f ∈ W rHω
p , де ω(t) = tα. Тодi для кожного n ≥ r знайдеться

алгебраїчний многочлен P r
n(x) степеня не вище n такий, що∥∥∥∥∥ f(x)− Pn(x)

(
√

1− x2 + 1
n
)r+γ

∥∥∥∥∥
p

≤ Cr,γ
nr+α

,

де константа γ < α.

Теорема 7 без доведення сформулована в роботi [8] i було зауважено, що вона
випливає з доведення теореми А. Користуючись випадком застосуємо доведення
теореми А для доведення теореми 7.
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Спочатку розглянемо випадок r = 0. Точки розбиття xi, αk вiзьмемо такi ж
самi як при доведеннi теореми 4, тобто теореми 6 з [6] i розглянемо спочатку
вiдхилення функцiї f(x) вiд F̃n(f ;x):

∥∥∥∥∥f(x)− F̃n(f ;x)

(
√

1− x2 + 1
n
)γ

∥∥∥∥∥
p

≤


[log2 n]−1∑
k=0

∫
Ek

|f(x)− F̃n(f ;x)|pdx
(
√

1− x2 + 1
n
)pγ


1
p

≤

≤ C


[log2 n]−1∑
k=0

1

(
√

1− α2
k)
γp

1∫
−1

|f(x)− Fn2k(x)|pdx


1
p

≤

≤ C


[log2 n]−1∑
k=0

2kγp
1

(n2k)αp


1
p

≤

{
C
∞∑
k=0

(2k)(γ−α)p

} 1
p

≤ C
1

nα
,

оскiльки ряд
∞∑
k=0

(
2kp
)j−α — збiжний. Далi розглянемо многочлен Pn(x), як в те-

оремi 4 i оцiнимо вiдхилення

∆(Fn, Pn) :=

∥∥∥∥ Fn(f)− Pn
(
√

1− x2 + n−1)γ

∥∥∥∥
p

=


1∫

−1

∣∣∣∣ Fn(f)− Pn
(
√

1− x2 + n−1)γ

∣∣∣∣p dx


1
p

≤

≤ C

∑
i

1

(
√

1− x2 + n−1)γp

xi+1∫
xi

∣∣∣(Θ(x− xj)− Pxj(x))∆L̃n,j

∣∣∣p dx


1
p

≤

≤ C

 1

n

∑
i

(sin τi,n)1−γp

∑
j

∣∣∣∆L̃n,j∣∣∣
(n|τj,n − τi,n|+ 1)2m−1

p
1
p

.

Нехай p = 1. Тодi користуючись нерiвнiстю (2) коли sin τi,n > sin τj,n одержимо

∆(Fn, Pn) ≤ C
∑
j

∆L̃n,j
n

 ∑
sin τi,n<sin τj,n

(sin τi,n)1−γ

(n|τj,n − τi,n|+ 1)2m−1
+

+
∑

sin τi,n≥sin τj,n

(sin τi,n)1−γ

(n|τj,n − τi,n|+ 1)2m−1

 ≤
≤ C

∑
j

∣∣∣∆L̃n,j∣∣∣ (sin τj,n)1−γ

n

∑
i

1

(n|τj,n − τi,n|+ 1)2m−1
+
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+
∑
j

∣∣∣∆L̃n,j∣∣∣
n2−γ

∑
i

1

(n|τj,n − τi,n|+ 1)2m−2+γ
≤

≤ C

n

[log2 n]−1∑
k=1

∑
j∈Ek

∣∣∣∆L̃n,j∣∣∣ (sin τj,n)1−γ ≤ C

n

[log2 n]−1∑
k=1

1∨
−1

(Fn·2k)12−k(1−γ) ≤

≤ C

[log2 n]−1∑
k=1

n · 2kω(f ; (n · 2k)−1) · (n · 2k)−12kγ ≤ C

[log2 n]−1∑
k=1

(n · 2k)−α · 2kγ ≤

≤ C

nα

∞∑
k=1

(2k)γ−α ≤ C

nα
.

У випадку p > 1 застосуємо нерiвнiсть Гельдера до внутрiшньої суми

∆(Fn, Pn) = O

{ 1

n

∑
j

(sin τi,n)1−γp |∆L̃n,j|p

(|j − i|+ 1)
2m−1

2
p

}{∑
j

1

(|j − i|+ 1)
2m−1

2
q

} p
q

 1
p

=

= O

 1

n

∑
j

|∆L̃n,j|p
 ∑

sin τi,n>sin τj,n

sin τi,n
(sin τi,n)γp

· 1

(|j − i|+ 1)
2m−1

2
p
+

+
∑

sin τi,n≤sinj,n

sin τi,n
(sin τi,n)γp

· 1

(|j − i|+ 1)
2m−1

2
p


 .

Використовуючи зростання функцiї tα та нерiвнiсть (2), отримаємо∑
sin τi,n>sin τj,n

sin τi,n
(sin τi,n)γp

· 1

(|j − i|+ 1)
2m−1

2
p
≤

≤
∑

sin τi,n>sin τj,n

sin τj,n + |τi,n − τj,n|
(sin τj,n)γp

1

(|j − i|+ 1)
2m−1

2
p
≤ C

sin τj,n
(sin τj,n)γp

.

Використовуючи спадання фунцiї tγ−1 та нерiвнiсть (3) одержимо∑
sin τi,n≤sin τj,n

sin τi,n
(sin τi,n)γp

· 1

(|j − i|+ 1)
2m−1

2
p

=
∑

sin τi,n≤sin τj,n

(
sin τi,n

(sin τi,n)γ

)p
· sin1−p τi,n

(|j − i|+ 1)
2m−1

2
p
≤

≤ C
∑

sin τi,n≤sin τj,n

(
sin τi,n

(sin τi,n)γ

)p
· sin1−p τj,n + sin1−p τi,n|τi,n − τj,n|p−1

(|j − i|+ 1)
2m−1

2
p

≤ C
sin τj,n

sinpγ τj,n
.

Отже у випадку p > 1

∆(Fn, Pn) = O

(
1

n

∑
j

|∆L̃n,j|p
sin τj,n

sinγp τj,n

) 1
p

= O

 1

n

[log2 n]−1∑
k=0

∑
j∈Ek

|∆L̃n,j|p
1

2k
2kγp

 1
p

≤
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≤ O

 1

n

[log2 n]−1∑
k=0

2kn

(
1

2kn

)αp
1

2k
2kγp

 1
p

= O

(
1

nαp

∞∑
k=0

2kp(γ−α)

) 1
p

= O

(
1

nαp

)
.
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