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Обчислено асимптотичне значення найкращого одностороннього наближення
функцiй класу W 1

∞ алгебраїчними полiномами степеня не вище n в метрицi простору
L1.
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Вычислено асимптотическое значение наилучшего одностороннего приближения
функций класса W 1

∞ алгебраическими полиномами степени не выше n в метрике
пространства L1.

Ключевые слова: функция, производная, полином, наилучшее одностороннее
приближение, функция Бернулли.

The asimptotic meaning of the best one-side approximation of function class W 1
∞ by

algebraic polynomiac on degree no more than n in L1 space is computed here.
Key words: function, derivative, polynom, the best one-side approximation, Bernulli

function.

1. Позначення та деякi данi, використанi в роботi

Будемо позначати: L1[a; b] – нормований простiр вимiрних на [a; b] функцiй з
нормою ‖f(·)‖1 =

∫ b
a
|f(t)|dt, зокрема, L1 = L1[−1; 1];

W r
∞ – клас функцiй заданих на сегментi [−1; 1], (r−1)− похiдна яких абсолютно

неперервна, а |f (r)(t)| ≤ 1 майже скрiзь на [−1; 1].
Найкраще одностороннє наближення функцiї f елементами множини N у мет-

рицi простору L1:
‖E+(f,N)‖1 = infu∈N{‖u(t)− f(t)‖1;u(t) ≥ f(t)}− зверху,
‖E−(f,N)‖1 = infu∈N{‖f(t)− u(t)‖1;u(t) ≤ f(t)}− знизу;
тодi найкраще одностороннє наближення класу функцiй M
‖E±(M,N)‖1 := supf∈ME±(f,N)1

Нехай E±n (W r
∞)1− найкраще одностороннє наближення класу функцiй W 1

∞
полiномами степеня не вище n у метрицi простору L1. У роботi ми будемо шу-
кати E±n (W 1

∞)1.
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Для класiв перiодичних функцiй точнi значення найкращих одностороннiх на-
ближень вiдомi досить давно (наведенi, наприклад, в [1]). Дана робота спирається
на результати, отриманi у статтях [2; 3], зокрема, застососвує функцiї порiвняння,
побудованi в [3].

Через W 0,+
n (W 0,−

n ) позначимо клас функцiй h, заданих на [−1; 1]− таких, що
h(t) ≤ 1 (вiдповiдно, h(t) ≥ −1) майже скрiзь на [−1; 1] i ортогональних будь-якому
многочлену степеня не вище n. Завдяки спiввiдношень двоїстостi для найкращих
одностороннiх наближень:

E±n (f)1 = sup
h∈W 0,∓

n

∫ 1

−1

f(t)h(t)dt, (1.1)

де E+
n (f)1 (E−n (f)1)− найкраще наближення зверху (знизу) функцiї f ∈ W 1

∞ у
просторi L1 полiномами степеня не вище n.

Нехай

W r,±
n = {hr(t) =

1

(r − 1)!

∫ 1

−1

(t− u)r−1
+ h(u)du, h ∈ W 0,±

n },

де (t− u)r−1
+ =

{
(t− u)r−1, t− u ≥ 0,

0, t < u.

Iнтегруючи частинами i використовуючи ортогональнiсть функцiй h ∈ W 0,∓
n

будь-якому многочлену степеня не вище n, з рiвностi (1.1) ∀f ∈ W r
∞ одержимо

рiвнiсть

E±n (f)1 = sup
h∈W 0,∓

n

∫ 1

−1

f(t)h(t)dt = sup
h∈W 0,∓

n

(−1)r
∫ 1

−1

f r(t)hr(t)dt

i, як наслiдок, оцiнку

E±n (W r
∞)1 ≤ sup

hr∈W r,∓
n

∫ 1

−1

|hr(t)|dt. (1.2)

Границi значень функцiй з класу W r,∓
n у фiксованiй точцi a ∈ (−1; 1) виплива-

ють з рiвностей

sup
h∈W r,−

n

f(a) =
1

(r − 1)!

{
E+
n ((x− a)r−1

+ )1, r = 2k,

E−n ((x− a)r−1
+ )1, r = 2k + 1;

(1.3)

inf
h∈W r,−

n

f(a) =
−1

(r − 1)!

{
E−n ((x− a)r−1

+ )1, r = 2k,

E+
n ((x− a)r−1

+ )1, r = 2k + 1;
(1.4)

sup
h∈W r,+

n

f(a) =
1

(r − 1)!

{
E−n ((x− a)r−1

+ )1, r = 2k,

E+
n ((x− a)r−1

+ )1, r = 2k + 1;
(1.5)
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inf
h∈W r,+

n

f(a) =
−1

(r − 1)!

{
E+
n ((x− a)r−1

+ )1, r = 2k,

E−n ((x− a)r−1
+ )1, r = 2k + 1.

(1.6)

У роботi [2] було отримано

E±n

(
(x− a)r−1

+

r − 1)!

)
1

≤ supt(±Dr(t)(
√

1− a2)r

nr
+ Cr

(
√

1− a2)(r−2)+ lnn

nr+1
, (1.7)

де Dr(t) = 2Br(t) а Br(t) – функцiя Бернуллi. Далi будемо вважати, що C?
r =

max1≤k≤r+1{Ck} i покладемо

Cr,a = 1 +
2C?

r lnn

n(
√

1− a2)r−(r−2)+
. (1.8)

З рiвностей (1.3), (1.4), (1.8) i нерiвностi (1.7) випливає, що для будь-якої функцiї
h ∈ W r,−

n має мiсце нерiвнiсть

Cr,a
mint(Dr(t))(

√
1− a2)r

nr
≤ h(a) ≤ Cr,a

maxt(Dr(t))(
√

1− a2)r

nr
. (1.9)

Вiдповiдно, з рiвностей (1.5), (1.6), (1.8) i нерiвностi (1.7) випливає, що для
будь-якої функцiї h ∈ W r,+

n має мiсце нерiвнiсть

Cr,a
mint(−Dr(t))(

√
1− a2)r

nr
≤ h(a) ≤ Cr,a

maxt(−Dr(t))(
√

1− a2)r

nr
. (1.10)

2. Оцiнка зверху величин E±n (W 1
∞)1

Лема 1. Нехай фукцiя h1 з класу W 1,+
n зберiгає знак на iнтервалi (a; b) , а на

кiнцях iнтервалу приймає значення нуль. Якщо b− a ≤ π
√

1−a2

n
то∫ b

a

|h1(t)|dt ≤ π

2n

∫ b

a

√
1− t2dt.

Доведення. Будемо вважати, що функцiя h1 невiд’ємна на iнтервалi (a; b), у
протилежному випадку доведення аналогiчне. Оскiльки функцiя h1(t) зростає не
швидше функцiї t− a, то h1(t) ≤ t− a на сегментi [a; b]. Отже∫ b

a

h1(t)dt ≤ (b− a)2/2 ≤ π
√

1− a2

2n
(b− a) <

π

2n

∫ b

a

√
1− t2dt.

Лема доведена.

120



НАЙКРАЩI ОДНОСТОРОННI НАБЛИЖЕННЯ ДИФЕРЕНЦIЙОВНИХ ФУНКЦIЙ

Лема 2. Нехай фукцiя h1 з класу W 1,+
n зберiгає знак на iнтервалi (a; b) , а на

кiнцях iнтервалу приймає значення нуль. Якщо

√
1− a2 ≥ 1√

n
(2.1)

i b− a > π
√

1−a2

n
, то∫ b

a

|h1(t)|dt ≤ (1 +O(1/
√
n))

π

2n

∫ b

a

√
1− t2dt+O((b− a)/n2). (2.2)

Доведення. Будемо i в цьому випадку вважати, що функцiя h1 невiд’ємна на
iнтервалi (a; b), у протилежному випадку доведення аналогiчне. Нехай h2(t) =
intt0h1(u)du. Тодi, використовуючи (1.10) i зростання функцiї Cr,a(1−a2) одержимо∫ b

a

h1(t)dt = h2(b)−h2(a) ≤ Cr,b
maxt(−D2(t))(1− b2)

n2
−Cr,a

mint(−D2(t))(1− a2)

n2
≤

≤ Cr,b
(maxt(−D2(t))−mint(−D2(t)))(1− b2)

n2
= Cr,b

π2(1− b2)

2n2
. (2.3)

Розглянемо на сегментi [a; b] функцiю φ(t) = b− a− π
n

√
1− t2. Оскiльки у точцi a :

φ(a) > 0, а у точцi b : φ(b) < 0, то iснує точка a? така, що φ(a?) = 0. Тодi:

a? = b− π

n

√
1− a2

?, (2.4)

b− a?√
1− a2

?

=
π

n
(2.5)

i √
1− b2 −

√
1− a2

? <
b− a?

2
√

1− a2
?

. (2.6)

Використовуючи спiввiдношення (2.4)− (2.6) i умову (2.1), одержимо

π(1− b2)

n
<

(√
1− a2

? +
b− a?

2
√

1− a2
?

)(
π
√

1− a2
?

n
+

π(b− a?)
2n
√

1− a2
?

)
=

=
√

1− a2
?(b− a?) +

π(b− a?)
2n

+
π
√

1− a2
?(b− a?)

2
√
n

+
π2(b− a?)

4n3/2
≤

≤ (1 +O(1/
√
n))

∫ b

a

√
1− t2dt+O((b− a)/n). (2.7)

З оцiнок (2.3), (2.7) випливає (2.2).
Лема доведена.
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Лема 3. Нехай ηn− така, що
√

1− η2
n <

1√
n
. Тодi ∀h(t) ∈ W 1,±

n має мiсце оцiнка:∫ −ηn
−1

|h(t)|dt+

∫ 1

ηn

|h(t)|dt = O
(
n−5/2

)
. (2.8)

Доведення. З рiвностi (1.8) i оцiнок (1.9) − (1.10) для будь-якої функцiї h(t) ∈
W 1,±
n випливає нерiвнiсть

|h(t)| ≤ C

n3/2
, t ∈ [−1;−ηn] ∪ [ηn; 1].

Ураховуваючi, що мiра множини [−1;−ηn] ∪ [ηn; 1] не перевищує 2/n, отримуємо
(2.8).

Лема доведена.

Теорема 1. Для будь-якої функцiї h1(t) ∈ W 1,±
n має мiсце нерiвнiсть∫ 1

−1

|h1(t)|dt ≤ π2

4n
+ C/n3/2.

Доведення. Нехай a1 < a2 < · · · < am точки, в яких функцiя h1(t) мiняє знак i
точка a1 ∈ (−1;−ηn] i, вiдповiдно точка am ∈ [ηn; 1], а всi iншi точки ak знаходяться
на iнтервалi (−ηn; ηn). Тодi∫ 1

−1

|h1(t)|dt =

∫ a1

−1

|h1(t)|dt+

∫ 1

am

|h1(t)|dt+
m−1∑
k=1

∫ ak+1

ak

|h1(t)|dt.

Сума перших двох iнтегралiв, завдяки леми 3, є O(n−5/2). Суму iнших пред-
ставимо у виглядi

m−1∑
k=1

∫ ak+1

ak

|h1(t)|dt =
∑

k:ak+1−ak≤
π
√

1−a2
k

n

∫ ak+1

ak

|h1(t)|dt+
∑

k:ak+1−ak>
π
√

1−a2
k

n

∫ ak+1

ak

|h1(t)|dt.

Оцiнюючi iнтеграли першої суми за допомогою леми 1, а другої – за допомогою
леми 2, одержимо

m−1∑
k=1

∫ ak+1

ak

|h1(t)|dt ≤ (1 +O(1/
√
n))

π

2n

∫ 1

−1

√
1− t2dt+O(1/n2)) =

π2

4n
+O(1/n3/2).

Теорема доведена.

З теореми 1 нерiвностi (1.2) одержуємо оцiнку зверху величини E±n (W 1
∞)1 i,

зокрема,

E±2n−1(W 1
∞)1 =

π2

8n
+O(1/n3/2). (2.9)
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3. Оцiнка знизу величин E±2n−1(W
1
∞)1

Оцiнку знизу величини найкращого одностороннього наближення можно знай-
ти за допомогою наступної теореми (див. [1, c. 29]).

Теорема 2. Нехай деяка квадратурна формула∫ 1

−1

x(t)dt =
n∑
k=1

pkx(tk), pk ≥ 0, k = 1, · · · , n, (3.1)

є точною в Mm−m-вимiрному пiдпросторi простору C[−1;1]. Тодi ∀x ∈ C[−1;1] має
мiсце оцiнка:

E+(x,Mm)1 ≥
n∑
k=1

pkx(tk)−
∫ 1

−1

x(t)dt, (3.2)

E−(x,Mm)1 ≥
∫ b

a

x(t)dt−
n∑
k=1

pkx(tk). (3.3)

Вiзьмемо в якостi (3.1) квадратурну формулу Гауса:∫ 1

−1

x(t)dt ≈
n∑
k=1

pkx(tk), pk ≥ 0, k = 1..n, (3.4)

точну для полiномiв степеня 2n − 1. Вузли квадратурної формули Гауса (3.4) є
коренями полiнома Лежандра Pn(t) (див., напр. [4, c. 604]), вони всi рiзнi, дiйсно-
значнi та лежать у серединi сегменту [−1; 1]. Занумеруємо їх, починаючи з бiль-
шого:

1 > t1 > t2 > · · · > tn > −1.

i нехай tk = cos θk, k = 1, · · · , n, 0 < θ1 < θ2 < · · · < θn < π. Вiдомо (див.[5, c. 135])
що послiдовнiсть θ1, θ2, · · · , θ[n/2]+1 є опуклою, тобто послiдовнсть θk−θk−1 зростає.

Лема 4. Якщо система точок θ1, θ2, · · · , θm опукла, то система точок
θ1, θ2, · · · , θk, θk+θk+2

2
, · · · , θm теж є опуклою.

Доведення. Легко бачити, що θk+θk+2

2
−θk ≥ θk+1−θk i θk+2− θk+θk+2

2
≤ θk+2−θk+1.

Лема доведена.

Лема 5. Нехай 0 < a1 < a2 ≤ π/2 i a = a1+a2

2
. Тодi

min
t∈[a1;a]

[(cos a2 − cos t)2 + (cos t− cos a1)2] = (cos a2 − cos a)2 + (cos a− cos a1)2.
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Доведення. Нехай ψ(t) = (cos a2− cos t)2 + (cos t− cos a1)2 i ψ′(t) = 2 sin t(cos a2−
2 cos t+cos a1). Оскiльки функцiя cos t спадає на iнтервалi (0; π/2), то cos t > cos a, а
в наслiдок опуклостi вгору на сегментi [0; π/2] функцiї cos t, маємо 2 cos a > cos a1+
cos a2. Тодi ψ′(t) = 2 sin t(cos a2−2 cos t+ cos a1) > 2 sin t(cos a2−2 cos a+ cos a1) > 0
Отже похiдна вiд’ємна i тому функцiя ψ(t) досягає мiнiмуму в точцi a.

Лема доведена.

Нехай ϕ(θ1, θ2, · · · , θm) = 1
2

∑m−1
k=1 (cos θk+1 − cos θk)

2.

Лема 6. . Мiнiмум функцiї ϕ(θ1, θ2, · · · , θm) за усiма опуклими системами то-
чок, де θ1 i θm фiксованi точки сегмента [0; π/2] , досягається на системi точок
таких, що θk+1 − θk = θk − θk−1, k = 1, 2, · · · ,m− 1.

Доведення. Нехай (θ1, θ2, · · · , θm)− опукла система точок i для деякого k : θk+1−
θk > θk − θk−1. Замiнемо в данiй системi точку θk на точку θ?k = θk+1+θk−1

2
. Завдяки

леми 4 одержимо опуклу систему, а в наслiдок леми 5
ϕ(θ1, · · · , θk, · · · , θm) > ϕ(θ1, · · · , θ?k, · · · , θm).
Лема доведена.

Теорема 3. Має мiсце нерiвнiсть

E−2n−1(W 1
∞)1 ≥

π2

8n
− C

n2
. (3.5)

Доведення. Нехай f0(t) = min{tk − t, t − tk+1, t ∈ [tk+1, tk]} i f0(t) = 0, якщо
t ∈ [−1, tn] ∪ [t1, 1]. Очевидно, що f0 ∈ W 1

∞ i
∫ tk
tk+1

f0(t)dt = (tk+1−tk)2

2
. Отже

∫ 1

−1

f0(t)dt =
1

2

m−1∑
k=1

(tk+1 − tk)2 =
1

2

m−1∑
k=1

(cos θk+1 − cos θk)
2,

де 2m− 1 = n. У наслiдок теореми 2 маємо

E−2n−1(W 1
∞)1 ≥

∫ 1

−1

f0(t)dt =
1

2

m−1∑
k=1

(cos θk+1 − cos θk)
2. (3.6)

Завдяки леми 5 права частина рiвностi (3.6) бiльша за

1

2

m−1∑
k=1

(cos τk+1 − cos τk)
2, (3.7)

де cos τ1 = t1 τk = τ1 + π/2−τ1
m

k, k = 0, 1, · · · ,m. Величина (3.7) дорiвнює

2
m−1∑
k=1

sin2(
τk − τk+1

2
) sin2(

τk + τk+1

2
). (3.8)
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Очевидно, що sin( τk−τk+1

2
) = π/2n+O(1/n2). Тому сума (3.8) дорiвнює

π

2n

m−1∑
k=1

sin2

(
τ1 +

π(2k + 1)

2m

)
π

n
=

π

2n

(∫ π/2

0

sin2tdt−
∫ π/2

τm−1

sin2tdt

)
≥

≥ π

2n

(∫ π/2

0

sin2tdt− π/n

)
=
π2

8n
+O(1/n2).

Теорема доведена.

З нерiвностей (2.9), (3.5) одержимо асимптотично точну оцiнку величин
E±n (W 1

∞)1 :

E±n (W 1
∞)1 =

π2

4n
+O

(
1

n3/2

)
.
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