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О точных значениях относительных
приближений классов периодических
функций сплайнами

Найдены условия, при которых точные значения наилучших относительных
приближений классов периодических функций сплайнами совпадают с точными
значениями наилучших приближений этих классов сплайнами без ограничений.

Ключевые слова: Ключевые слова: сплайн, наилучшее приближение,классы Соболева.

Знайдено умови, за яких точнi значення найкращих вiдносних наближень класiв
перiодичних функцiй сплайнами збiгаються з точними значеннями найкращих
наближень цих класiв сплайнами без обмежень.

Ключовi слова: Ключовi слова: сплайн, найкраще наближення, класи Соболева.

We obtaine the conditions under which the exact values of the best approximation
relative classes of periodic functions by splines coincide with the exact values of the best
approximations by splines of the classes without restrictions.

Key words: spline, the best approximation, Sobolev classes.
Пусть Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ — пространство 2π-периодических функций f : R → R с

соответствующими нормами ‖ · ‖ p.
Через W r

p , r ∈ N, обозначим класс функций f ∈ L1, где f (r−1) локально
абсолютно непрерывна и ‖f (r)‖ p ≤ 1; через W r

V — класс функций f ∈ L∞ таких,
что f (r−1) локально абсолютно непрерывна и

∨2π
0

(
f (r)
)
≤ 1. Кроме того, пусть

S2n,r, n ∈ N — множество 2π-периодических полиномиальных сплайнов порядка r,
дефекта 1, с узлами в точках kπ

n
, k ∈ Z.

Пусть ϕλ,0(t) = sign sinλt и ϕλ,r(t) —2π
λ

—периодический интеграл порядка r от
ϕλ,0(t) с нулевым средним значением на периоде.

Наилучшим приближением функции f ∈ Lp множеством H ⊂ Lp в метрике
пространства Lp будем называть величину

E (f,H)p = inf
u∈H
‖f − u‖p . (1)

Наилучшим Lp- приближением функции f пространством констант обозначим
через E (f)p . Если M ⊂ Lp —некоторый класс функций, то величина

E (M,H)p = sup
f∈M

E (f,H)p (2)
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называется наилучшим приближением класса M множеством H в метрике Lp.
Величина dn (M,Lp) = inf{E (M,Hn)p : Hn -подпространства Lp, dimHn ≤ n}

называется n -поперечником по Колмогорову [1] класса H в пространстве Lp.
Пусть еще M ′ ⊂ Lp —некоторый класс функций. Положим

dn (M,Lp,M
′) = inf{E (M,Hn ∩M ′)p : Hn − Lp, dimHn ≤ n}. (3)

Величины типа (3) введены в рассмотрение В.Н.Коноваловым [2]. Как известно
[9, с. 249], для любых r ∈ N и p ∈ [1;∞] при n→∞

dn (M,Lp) � n−r. (4)

Очевидно также, что при любых r ∈ N при n→∞

dn (W r
2 , L2,W

r
2 ) � n−r. (5)

В. Н. Коновалов [2] показал, что в отличии от (4) и (5) для каждого r = 2, 3, . . .

dn (W r
∞, L∞,W

r
∞) � n−r, n→∞.

В.Ф.Бабенко в [3; 4] найдены точные значения величин E
(
W r

1 , S2n,r−1 ∩W r−1
V

)
1

и E (W r
1 , S2n,r ∩W r

1 )1. С.Б.Стечкин высказал предположение, что при любом
фиксированном ε > 0 при всех r = 2, 3, . . .

dn (W r
∞, L∞, (1 + ε)W r

∞) � n−r, n→∞.

Справедливость этой гипотезы была доказана В.Ф.Бабенко в [5], а в [6] он доказал
аналогичное утверждение и для L1 - приближений: при любом фиксированном
ε > 0 при всех r = 3, 4, . . . выполняется

dn
(
W r

1 , L1, (1 + ε)W r−1
V

)
� n−r, n→∞. (6)

Ю. Н. Субботин и С. О. Теляковский [7] исследовали вопрос о том, при каких
значениях M(M > 0) будут выполняться равенства

dn
(
W r−1
V , L1,MW r−1

V

)
= dn

(
W r−1
V , L1

)
и

dn (W r
∞, L∞,MW r

∞) = dn (W r
∞, L∞) .

Н. В. Парфинович в [8] получены оценки константы M , при которых имеет
место равенство

E
(
W r

1 , S2n,r−1 ∩MW r−1
V

)
1

= E (W r
1 , S2n,r−1)1 , k = 0, 1, 2, . . . .
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Теорема 1. Пусть r, n ∈ N и r = 3, 4, . . . Если M ≥ r‖ϕ1,r‖∞
‖ϕ1,1‖∞‖ϕ1,r−1‖∞ , то

E
(
W r

1 , S2n,r−1 ∩MW r−1
V

)
1

= ‖ϕn,r‖∞. (7)

Если M < (1− ε) r‖ϕ1,r‖∞
‖ϕ1,1‖∞‖ϕ1,r−1‖∞ [ ε ∈ (0; 1) — произвольное фиксированное число],

то
E
(
W r

1 , S2n,r−1 ∩MW r−1
V

)
1
> ‖ϕn,r‖∞ (8)

при всех

n >
2r − r − 1

ε2r
.

Целью написания данной статьи является изучение вопроса о том, при каких
значениях M будет

E (W r
1 , S2n,r ∩MW r

1 )1 = E (W r
1 , S2n,r)1 .

Докажем теорему 2.
Имеет место теорема.

Теорема 2. Пусть r, n ∈ N и r = 3, 4, . . . Если M ≥ r, то

E (W r
1 , S2n,r ∩MW r

1 )1 = ‖ϕn,r‖∞. (9)

Если M < (1− ε)r [ ε ∈ (0; 1) — произвольное фиксированное число], то

E (W r
1 , S2n,r ∩MW r

1 )1 > ‖ϕn,r‖∞ (10)

при всех

n >
2r+1 − r − 2

εr
.

Доказательство теоремы
Для сокращения записей положим En = E (W r

1 , S2n,r ∩MW r
1 )1 . Так же как

и при доказательстве теоремы из [4] , применяя теорему двойственности для
наилучших приближений выпуклым множеством [10, c. 42],с учетом того, что
множество S2n,r ∩MW r

1 содержит константы, получим

En = sup
f∈W r

1

sup‖g‖∞ ≤ 1,

g ⊥ 1

{ˆ 2π

0

f(t)g(t)dt−M sup
u∈S2n,r∩W r

1

ˆ 2π

0

u(t)g(t)dt

}
. (11)

После r-кратного интегрирования по частям в каждом интеграле и применения
теоремы двойственности к первому интегралу будем иметь

En = sup
g∈W r

∞

{
E (g)∞ −M sup

u∈S2n,r∩W r
1

ˆ 2π

0

u(r)(t)g(t)dt

}
.
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Функция u(r) постоянна на каждом из интервалов (kπ
n

; (k+1)π
n

), k ∈ Z . Если ck—
ее значения на (kπ

n
; (k+1)π

n
), то

∑2n
k=1 ck = 0, и если u ∈ W r

1

⋂
S2n,r, то

∑2n
k=1 |ck| ≤

π
n
.

Учитывая это и еще раз применяя теорему двойственности, из (11) выводим

En = sup
g∈W r

∞


E(g)∞ −M

n

π
sup

∑2n
k=1 ck = 0,∑2n
k=1 |ck| ≤ 1

2n∑
k=1

ck

ˆ (k+1)π
n

kπ
n

g(t)dt


=

= sup
g∈W r

∞

{
E(g)∞ −M

n

π
inf
λ∈R

max
k
|
ˆ (k+1)π

n

kπ
n

g(t)dt− λ|

}
. (12)

Точную верхнюю грань в последнем выражении можно брать только по таким
g ∈ W r

∞, для которых

inf
λ∈R

max
k
|
ˆ (k+1)π

n

kπ
n

g(t)dt− λ| = max
k
|
ˆ (k+1)π

n

kπ
n

g(t)dt|.

Кроме того, для любой g ∈ W r
∞ найдется λ ≥ 1 такое, что E(g)∞ = ‖ϕλ,r‖∞ .

Поэтому

En = sup
λ≥1

{
‖ϕλ,r‖∞ −M

n

π
inf

E(g)∞=‖ϕλ,r‖∞
max
k
|
ˆ (k+1)π

n

kπ
n

g(t)dt|

)
.

Ясно, что En ≤ E (W r
1 , S2n,r)1 = ‖ϕλ,r‖∞ ( см. [11, c. 244]). Поэтому

En = sup
1≤λ≤n

{‖ϕλ,r‖∞ −M
n

π
inf

E(g)∞=‖ϕλ,r‖∞
max
k
|
ˆ (k+1)π

n

kπ
n

g(t)dt|. (13)

Применяя теорему сравнения производных [10, c. 115], устанавливаем, что для
любой g ∈ W r

∞ такой, что E(g)∞ = ‖ϕλ,r‖∞, будет

max
k
|
ˆ (k+1)π

n

kπ
n

g(t)dt| ≥
ˆ tmax+π

n

tmax

ϕλ,r(t)dt,

где tmax такое, что ‖ϕλ,r‖∞ = ϕλ,r(tmax). Далее, не нарушая общности для
сокращения записей, считаем, что tmax = 0. Из (13) выводим

En ≤ sup
1≤λ≤n

{
ϕλ,r(0)−Mn

π

ˆ π
n

0

ϕλ,r(t)dt

}
= sup

1≤λ≤n
Fn(λ),

где

Fn (λ) =
1

λr
ϕ1,r(0)− n

π

M

λr+1

ˆ λπ
n

0

ϕ1,r(t)dt. (14)
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Рассмотрим производную функции Fn(λ) :

F ′n(λ) = − r

λr+1
ϕ1,r(0) +M

n

π

r + 1

λr+2

ˆ λπ
n

0

ϕ1,r(t)dt−M
1

λr+1
ϕ1,r

(
λπ

n

)
. (15)

Пусть

Hn (λ) = λr+2F ′n(λ) = −rλϕ1,r(0) +
Mn

π

(
(r + 1)

ˆ λπ
n

0

ϕ1,r(t)dt−
λπ

n
ϕ1,r

(
λπ

n

))
.

Ясно, что Hn(0) = 0.
Рассмотрим Hn(n) :

Hn(n) = −rnϕ1,r(0) +
Mn

π

(
(r + 1)

ˆ π

0

ϕ1,r(t)dt− πϕ1,r(π)

)
= (M − r)nϕ1,r(0).

Тогда Hn(n) ≥ 0, когда M ≥ r.
Вычислим производную функции H ′n(λ) :

H ′n(λ) = −rϕ1,r(0) +M

(
r

ˆ λπ
n

0

ϕ1,r−1(t)dt− λπ

n
ϕ1,r−1

(
λπ

n

))
+Mrϕ1,r(0).

Продолжим исследования функции Hn (λ) на промежутке [0;n]. Для ее второй
производной имеем

H ′′n(λ) =
Mπ

n

(
(r − 1)

ˆ λπ
n

0

ϕ1,r−2(t)dt− λπ

n
ϕ1,r−2

(
λπ

n

))
.

Так как функция ϕ1,r−2 выпукла вниз и отрицательна на промежутке
[
0; π

2

]
и выпукла вверх и положительна на промежутке

[
π
2
; 0
]
для всех r = 3, 4, . . . , то

H ′′n(λ) ≤ 0 для всех λ ∈ [0;n] .
Легко видеть, что H ′n(n) < 0, а H ′n(0) > 0 при M ≥ r. Это означает, что

H ′n(λ) убывает на промежутке [0;n] и меняет знак с плюса на минус, т. е. найдется
единственное значение λn ∈ (0;n) такое, что H ′n(λn) = 0, причем λn— точка
максимума для функции Hn(λ).

Так как функция Hn(λ) возрастает на промежутке [0;λn] и убывает на [λn;n]
и при этом Hn (0) = 0, Hn (n) ≥ 0 для M ≥ r, то Hn(λ) ≥ 0 для всех λ ∈ [0;n].
Это означает, что функция F ′n(λ) ≥ 0 для всех λ ∈ [1;n], тогда функция Fn(λ)
является не убывающей на промежутке [1;n], а следовательно,

sup
1≤λ≤n

Fn (λ) = Fn(n) =
‖ϕ1,r‖∞
nr

.

Таким образом, для всех M ≥ r будет справедлива оценка

En ≤
‖ϕ1,r‖∞
nr

.
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Так как для всех M ≥ r будет верно неравенство

En ≥ E (W r
1 , S2n,r)1 =

‖ϕ1,r‖∞
nr

,

то можем записать
En =

‖ϕ1,r‖∞
nr

.

Пусть теперь M < (1 − ε)r, где ε ∈ (0; 1). Так же, как и при доказательстве
теоремы в [8], можем установить, что

En ≥ sup
1≤l≤n

Fn(l),

где Fn(l) из (14).
Если M < (1− ε)r, то с учетом вышеприведенного Hn(n) < 0, а следовательно,

функция F ′n(λ) один раз меняет знак с плюса на минус на промежутке (1;n).
Значит существует такая точка λn ∈ (1;n), что F ′n(λn) = 0, причем λn — точка
максимума для функции Fn(λ). Выберем l ∈ {1, 2, . . . , n} так, чтобы l−1 ≤ λn ≤ l.
Если l < n, то

En ≥ Fn(l) > Fn(n) = ‖ϕn,r‖∞.
Если l = n, то

En ≥ Fn(n− 1) =
1

(n− 1)r

(
‖ϕ1,r‖∞ −

n

π

M

n− 1

ˆ (n−1)π
n

0

ϕ1,r(t)dt

)
≥

≥ 1

(n− 1)r

(
‖ϕ1,r‖∞ −

(1− ε)r
π

n

n− 1

ˆ (n−1)π
n

0

ϕ1,r(t)dt

)
≥ ‖ϕ1,r‖∞

(n− 1)r

(
1− (1− ε)r

n− 1

)
.

Нетрудно показать, что при всех

n >
2r+1 − r − 2

εr

будет

1− (1− ε)r
n− 1

>

(
n− 1

n

)r
,

а следовательно, для En справедлива оценка

En >
‖ϕ1,r‖∞
nr

.

Теорема доказана.
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