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Групи гомологiй простору CΩn у деяких
вимiрностях

Ґрунтуючись на клiтинному розбиттi, обчислено гомологiчнi групи просторiв
CΩn у вимiрностях 0, 1, 2, 2n − 1, 2n, 2n + 1. Установлено рiвнiсть нулю ейлерової
характеристики простору CΩn.

Ключовi слова: гомологiчнi групи, клiтинний простiр, сплайн.

Основываясь на клеточном разбиении, вычислены группы гомологий Hk (CΩn)

в размерностях k = 0, 1, 2, 2n − 1, 2n, 2n + 1. Установлено равенство нулю эйлеровой
характеристики пространства CΩn.

Ключевые слова: гомологические группы, клеточное пространство, сплайн.

The homology groups Hk (CΩn) , k = 0, 1, 2, 2n−1, 2n, 2n+1, have been calculated. It has
been established, that the space CΩn has a zero euler characteristic.
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Нехай ω(t) – неперервна, монотонно зростаюча на вiдрiзку [0, 1] функцiя, така,
що ω(0) = 0, G – дiйсна вiсь R або комплексна площина C. Для кожного розбиття
промiжку [0, 1] 0 = η0 < η1 < . . . < ηq < ηq+1 = 1 i набору чисел sk ∈ G, |sk| =
1, k = 0, . . . , q розглянемо задану на вiдрiзку [0, 1] функцiю (ω-сплайн)

F (η, s, t) = sk ·min{ω(t− ηk), ω(ηk+1 − t)}, t ∈ (ηk, ηk+1]. (1)

На множинi функцiй вигляду (1), у яких кiлькiсть вузлiв q ≤ n, уведемо
топологiю, визначену метрикою, iндукованою з L1[0, 1]. Якщо G = R, то
одержаний топологiчний простiр позначимо символом Ωn, якщо ж G = C –
символом CΩn. Гомотопiчнi iнварiанти просторiв Ωn дослiджено в [1; 2; 4; 5].
Простори CΩn уведено в [3], де встановлено їх однозв’язнiсть у разi n ≥ 2.

Опишемо побудовану там само клiтинну структуру простору сплайнiв CΩn.
Для цього розглянемо двосимвольний алфавiт A = {1, e}. Зафiксуємо цiле число
q ≥ 0 i для кожного слова u = u0u1 . . . uq iз символiв uk ∈ A розглянемо множину
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cq(u) заданих рiвнiстю (1) сплайнiв, якi мають рiвно q + 2 вузли 0 = η0 < η1 <
< . . . < ηq < ηq+1 = 1, а числа s = (s0, s1, . . . , sq) визначають як

sk =

{
1, якщо uk = 1,

eiφk , де 0 < φk < 2π, якщо uk = e.

Нехай h = h(u) – кiлькiсть рiвних e символiв слова u = u0u1 . . . uq, 0 ≤ h(u) ≤ q+1.
Множини cq(u), q ≤ n утворюють клiтинну структуру на CΩn, причому кожна
множина cq(u) є клiтина вимiрностi q+h(u). Найвищу вимiрнiсть 2n+ 1 має одна-
єдина клiтина cn(ee . . . e), отже, dimCΩn = 2n+ 1.

Нехай E – клiтинний простiр, q-вимiрними ланцюгами простору E називають
формальнi суми

∑
k

mke
q
k, де e

q
k – орiєнтованi q-вимiрнi клiтини (орiєнтацiї задано

характеристичними вiдображеннями), аmk – цiлi числа, причомуmk 6= 0 лише для
скiнченної кiлькостi значень iндексу k. Множина q-вимiрних ланцюгiв простору E
iз визначеною природним способом операцiєю додавання утворює абелеву групу,
яку називають групою q-вимiрних ланцюгiв i позначають Cq(E).

Iз послiдовнiстю груп Cq(E), q ≥ 0 асоцiюють послiдовнiсть гомоморфiзмiв
(межових операторiв) ∂ = ∂q : Cq(E) −→ Cq−1(E) (вважають, що C−1(E) = 0).
Для кожної клiтини eqk

∂eqk =
∑
r

[eqk : eq−1
r ]eq−1

r

цiлi числа [eqk : eq−1
r ] називають коефiцiєнтами iнцидентностi. Вiдома (див. [6])

рiвнiсть ∂q∂q+1 = 0 дозволяє визначити фактор-групи Hq(E) = Ker∂q/Im∂q+1, q =
0, 1, 2, . . .. Групу Hq(E) називають q-вимiрною групою гомологiй простору E.
Елементи пiдгруп Zq = Ker∂q, Bq = Im∂q+1 називають вiдповiдно q-вимiрними
циклами та q-вимiрними межами простору E.

Нехай u = u0 . . . uq – слово iз q+1 символiв алфавiтуA. Позначимо u0 . . . ûk . . . uq
слово, одержане зi слова u0 . . . uq вилученням одного символу uk, 0 ≤ k ≤ q. У [3]
встановлено вигляд межового оператора

∂cq(u) =
∑

k: uk=1

(−1)kcq−1(u0 . . . ûk . . . uq) (2)

для будь-якої q + h(u)-вимiрної клiтини cq(u) простору CΩn.
У цiй статтi знайдено групи гомологiй Hk (CΩn) у деяких вимiрностях. А саме

має мiсце теорема.

Теорема 1. Для будь-якого n ≥ 2 групи гомологiй простору CΩn у вимiрностях
0, 1, 2, 2n− 1, 2n, 2n+ 1 дорiвнюють

Hk (CΩn) =


Z, якщо k = 0, k = 2n+ 1;

0, якщо k = 1, k = 2;

Zn+
(n−1)(n−2)

2 , якщо k = 2n− 1;

Zn, якщо k = 2n.

(3)
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Доведення. У разi k = 0 та k = 1 рiвнiсть (3) випливає вiдповiдно з лiнiйної
зв’язностi та однозв’язностi простору CΩn. Розглянемо випадок k = 2n + 1. У
вимiрностi 2n + 1 простiр CΩn має одну-єдину клiтину cn(ee . . . e), причому з (2)
бачимо, що ∂cn(ee . . . e) = 0, тобто ця клiтина – цикл. Оскiльки клiтин вимiрностi,
вищої за 2n + 1, у просторi CΩn немає, група 2n + 1-вимiрних меж тривiальна i
H2n+1 (CΩn) = Z (вiльна група з однiєю твiрною cn(ee . . . e)).

Розглянемо випадок k = 2. Простiр CΩn мiстить 3 двовимiрнi клiтини c1(e1),
c1(1e), c2(111), отже, C2(CΩn) складається з ланцюгiв вигляду

αc1(e1) + βc1(1e) + γc2(111), α, β, γ ∈ Z. (4)

Згiдно з (2) межа такого ланцюга

∂(αc1(e1) + βc1(1e) + γc2(111)) = (β − α)c0(e) + γc1(11).

У такому разi група двовимiрних циклiв Z2 складається з ланцюгiв вигляду (4), у
яких α = β, γ = 0, отже, Z2 – вiльна абелева група з однiєю твiрною c1(e1)+c1(1e).
Але ця твiрна c1(e1) + c1(1e) = ∂c2(1e1), таким чином, група циклiв Z2 збiгається
з групою 2-вимiрних меж B2, i H2 (CΩn) = 0.

Дослiдимо випадок k = 2n. C2n (CΩn) – вiльна абелева група з n+ 1 твiрними
cn(1ee . . . e) = a0, cn(e1e . . . e) = a1, cn(ee1 . . . e) = a2, . . ., cn(eee . . . 1) = an, при
цьому вiдповiдно до (2) ∂ak = (−1)kcn−1(ee . . . e). Проаналiзуємо довiльний ланцюг
вимiрностi 2n

n∑
k=0

mkak, mk ∈ Z. (5)

Його межа ∂
n∑
k=0

mkak =

(
n∑
k=0

(−1)kmk

)
cn−1(ee . . . e), отже, Z2n складається з тих

ланцюгiв вигляду (5), для яких m0 =
n∑
k=1

(−1)k+1mk. Група 2n-вимiрних меж B2n =

= 0, оскiльки межа єдиної 2n+ 1-вимiрної клiтини cn(ee . . . e) дорiвнює нулю. Тодi
H2n (CΩn) = Z2n/B2n = Z2n = Zn.

Перейдемо нарештi до найскладнiшого випадку k = 2n− 1. Розiб’ємо клiтини
вимiрностi 2n− 1 на три категорiї.

1. Клiтина cn−1(ee . . . e). Оскiльки cn−1(ee . . . e) = ∂cn(1e . . . e), ця клiтина
жодним чином не впливає на гомологiчну групу.

2. Клiтини cn(11e . . . e), . . . , cn(e . . . e11e . . . e), . . . , cn(e . . . e11) iз двома одиниця-
ми пiдряд. Вiдповiдно до (2) будь-яка з цих клiтин має нульову межу, але жодна
з цих клiтин сама не є межею жодної клiтини простору CΩn. Таким чином, цi
клiтини – вiльнi твiрнi групи H2n−1 (CΩn), а оскiльки їх кiлькiсть дорiвнює n, то

H2n−1 (CΩn) = Zn ⊕W, (6)

де W – наразi невiдома абелева група.
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3. Клiтини cn(. . . 1 . . . e . . . 1 . . .) iз рiвно двома одиницями, роздiленими
щонайменше одним символом e. Нехай ci1i2 = cn(u0u1 . . . un), де

uk =

{
1, k = i1, k = i2;

e, для решти k.

Тодi всi такi клiтини мають вигляд ci1i2 , 0 ≤ i1 < i2 − 1 ≤ n − 1. Згiдно з (2) їх
межi дорiвнюють

∂ci1i2 = (−1)i2ci1 + (−1)i1ci2−1, (7)

де ci = cn−1(u0u1 . . . un−1) для

uk =

{
1, k = i;

e, для решти k.

(У праву частину (7) ci2−1 входить iз саме таким iндексом через зсув нумерацiї
пiсля вилучення одиницi, що стоїть на мiсцi з номером i1).

Розглянемо ланцюг ∑
0≤i1<i2−1≤n−1

mi1i2ci1i2 , mi1i2 ∈ Z, (8)

згiдно з (7) його межа

∂

( ∑
0≤i1<i2−1≤n−1

mi1i2ci1i2

)
=

∑
0≤i1<i2−1≤n−1

(
mi1i2(−1)i2ci1 +mi1i2(−1)i1ci2−1

)
=

=
∑

0≤i1<i2≤n−1

(
mi1 i2+1(−1)i2+1ci1 +mi1 i2+1(−1)i1ci2

)
=

=
n−1∑
i=0

ci

(∑
k<i

(−1)kmk i+1 +
∑
k>i

(−1)k+1mi k+1

)
=

=
n−1∑
i=0

ci

(∑
0≤k<i

(−1)kmk i+1 +
∑

i+1<k≤n

(−1)kmik

)
.

Отже, для того щоб ланцюг (8) був циклом, необхiдно й достатньо, щоб∑
0≤k<i

(−1)kmk i+1 +
∑

i+1<k≤n

(−1)kmik = 0, i = 0, n− 1.

Запишемо цю систему рiвнянь у розгорнутому виглядi:

m02 −m03 +m04 − . . .+ (−1)nm0n = 0, (i = 0);

m02 −m13 +m14 − . . .+ (−1)nm1n = 0, (i = 1);

m03 −m13 +m24 − . . .+ (−1)nm2n = 0, (i = 2);

..............................................................

m0n −m1n +m2n − . . .+ (−1)n−2mn−2n = 0, (i = n− 1).
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Зазначимо, що кожна змiнна mik входить до системи двiчi: перший раз iз знаком
(−1)k в i-те рiвняння, другий – iз знаком (−1)i в (k − 1)-ше (нумерацiю рiвнянь
ведемо з нуля). Пiдсумуємо всi рiвняння, помноживши попередньо кожне з них на
(−1)i. Тодi лiва частина одержаної рiвностi мiститиме mik рiвно двiчi: перший раз
iз коефiцiєнтом (−1)i+k, другий – iз коефiцiєнтом (−1)i+k−1, отже, дорiвнюватиме
нулю. Це означає, що будь-яке рiвняння системи є наслiдок iнших i може бути з
неї вилучене. Вiдкинувши рiвняння системи в разi i = 0, запишемо iншi у виглядi

m02 = m13 −m14 + . . .+ (−1)n−1m1n;

m03 = m13 −m24 + . . .+ (−1)n−1m2n;

..............................................................

m0n = m1n −m2n + . . .+ (−1)n−1mn−2n.

(9)

Система (9) є необхiдна i достатня умова того, що ланцюг (8) – цикл. Змiннi
m13,m14, . . . ,m24, . . . ,mn−2n у системi (9) можуть набувати будь-яких значень,
ранг групи циклiв вигляду (8) дорiвнює кiлькостi цих змiнних. Остання, тобто
кiлькiсть пар чисел вiд 1 до n, де i1 + 1 < i2, дорiвнює (n−1)(n−2)

2
. Окiльки всi

2n− 1-вимiрнi межi простору CΩn кратнi cn−1(ee . . . e), жоден ненульовий ланцюг
вигляду (8) не є межею. Отже, з огляду на рiвнiсть (6) H2n−1 (CΩn) = Zn+

(n−1)(n−2)
2 .

Доведення теореми завершено.
Ейлеровою характеристикою топологiчного простору E називають суму

χ(E) =
∞∑
i=0

(−1)irankHi(E)

(вважають, що, починаючи з деякої вимiрностi, всi групи гомологiй тривiальнi i
сума в правiй частинi скiнченна). Вiдомо (див. [6, с. 112]), що для скiнченного
клiтинного простору ейлерову характеристику можна знайти, не вдаючись до
обчислення груп гомологiй, за формулою

χ(E) =
∞∑
i=0

(−1)iCi, (10)

де Ci – кiлькiсть i-вимiрних клiтин простору E. Формула (10) i побудована в [3]
клiтинна структура дозволяють знайти ейлерову характеристику простору CΩn.

Теорема 2. Для будь-якого n ≥ 1 ейлерова характеристика χ (CΩn) = 0.

Доведення. Нехай Vqk, 0 ≤ q ≤ n, 0 ≤ k ≤ q+1, – множина клiтин ci(u0u1 . . . ui)
простору CΩn, для яких i = q, а h(u0u1 . . . ui) = k (нагадаємо, що h(u0u1 . . . ui) –
кiлькiсть рiвних e символiв послiдовностi u0u1 . . . ui), V =

⋃
Vqk – множина всiх

клiтин цього простору. Позначивши dim v вимiрнiсть клiтини v ∈ V , запишемо
формулу (10) у виглядi

χ (CΩn) =
∑
v∈V

(−1)dim v.
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Оскiльки вимiрнiсть будь-якої клiтини v ∈ Vqk дорiвнює q + k,

χ (CΩn) =
n∑
q=0

q+1∑
k=0

∑
v∈Vqk

(−1)q+k.

Через те що множини Vqk мiстять по Ck
q+1 елементiв, скориставшись вiдомою

рiвнiстю
q+1∑
k=0

(−1)kCk
q+1 = 0, одержимо

χ (CΩn) =
n∑
q=0

(−1)q
q+1∑
k=0

(−1)kCk
q+1 = 0.

Доведення теореми завершено.
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