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Точные неравенства разных метрик типа
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константой

Доказаны новые точные неравенства разных метрик типа Ремеза на классах
функций с заданой функцией сравнения.

Ключевые слова: неравенства разных метрик типа Ремеза, функции сравнения, классы
функций с заданой функцией сравнения.
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Пусть G ⊂ R. Будем рассматривать пространства Lp(G), 1 ≤ p ≤ ∞, всех
измеримых функций x : G→ R, для которых ‖x‖Lp(G) <∞, где

‖x‖Lp(G) :=

(ˆ
G

|x(t)|p dt
)1/p

, если 1 ≤ p <∞,

‖x‖Lp(G) := vrai sup
t∈G
|x(t)|, если p =∞.

Пусть d > 0, Id − окружность, реализованная в виде отрезка [0, d] с
отождествленными концами. Для r ∈ N, G = R или G = Id, через Lr∞(G)
обозначим пространство всех функций x ∈ L∞(G), имеющих локально абсолютно
непрерывные производные до (r − 1)-го порядка и таких, что x(r) ∈ L∞(G). Для
таких G вместо ‖x‖L∞(G) будем писать ‖x‖∞.

Будем говорить, что f ∈ L1
∞(R) является функцией сравнения для x ∈ L1

∞(R),
если существует такое α ∈ R, что

max
t∈R

x(t) = max
t∈R

f(t) + α, min
t∈R

x(t) = min
t∈R

f(t) + α.
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и из равенства x(ξ) = f(η) + α, где ξ, η ∈ R, вытекает неравенство |x′(ξ)| ≤ |f ′(η)|,
если указанные производные существуют.

Нечетную 2ω-периодическую функцию ϕ ∈ L1
∞(I2ω) будем называть S-

функцией, если она обладает свойствами: ϕ – четная относительно ω/2, |ϕ| –
выпуклая вверх на [0, ω] и строго монотонная на [0, ω/2].

Для 2ω-периодической S-функции ϕ через Sϕ(ω) обозначим класс функций x
из пространства L1

∞(R), для которых ϕ является функцией сравнения. Отметим,
что классы Sϕ(ω) рассматривались в работах [1], [2]. Примерами классов Sϕ(ω)
являются соболевские классы

{x ∈ Lr∞(R) : ‖x‖∞ ≤ A0, ‖x(r)‖∞ ≤ Ar},

а также ограниченные подмножества пространства Tn (тригонометрических
полиномов порядка не выше n) и пространства Sn,r (сплайнов порядка r дефекта
1 с узлами в точках kπ/n, k ∈ Z).

В теории аппроксимации полиномами важную роль играют неравенства типа
Ремеза

‖T‖L∞(I2π) ≤ C(n, β) ‖T‖L∞(I2π\B) (1)

на классе Tn, где B− произвольное измеримое по Лебегу множество B ⊂ I2π,
µB ≤ β ∈ (0, 2π).

Начало этой тематике положила работа [3] Ремеза, в которой он нашел точную
константу в неравенстве вида (1) для алгебраических многочленов. В неравенстве
Ремеза экстремальным является многочлен Чебышева 1-го рода. Точная константа
в неравенстве (1) для тригонометрических полиномов неизвестна. В ряде работ
получены двухсторонние оценки для точных констант C(n, β). Кроме того,
известно асимптотическое поведение констант C(n, β) при β → 2π [4] и β → 0
[5]. Подробную библиографию работ по данной тематике можно найти в [4]–[7]. В
работе [5] доказано неравенство

‖T‖L∞(I2π) ≤
(

1 + 2 tg2 nβ

4m

)
‖T‖L∞(I2π\B) (2)

для произвольного полинома T ∈ Tn, имеющего минимальный период 2π/m, и
любого измеримого по Лебегу множества B ⊂ I2π, µB ≤ β, где β ∈ (0, 2πm/n).
Равенство в (2) достигается для полинома T (t) = cosnx + 1

2
(1 − cos β/2). Этот

результат был обобщен в [8], где для любой d-периодической функции x ∈
Sϕ(ω) (ϕ− заданная функция сравнения) и произвольного измеримого по Лебегу
множества B ⊂ Id, µB ≤ β, доказаны неравенства

‖x‖∞ ≤
3‖ϕ‖∞ − ϕ

(
ω−β

2

)
‖ϕ‖∞ + ϕ

(
ω−β

2

) ‖x‖L∞(Id\B) (3)

и
E0(x)∞ ≤

2‖ϕ‖∞
‖ϕ‖∞ + ϕ

(
ω−β

2

) ‖x‖L∞(Id\B) , (4)
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где E0(x)∞− наилучшее равномерное приближение константами функции x. Оба
неравенства (3) и (4) являются точными на классе Sϕ(ω) и обращаются в равенство
для функции x(t) = ϕ(t) + 1

2

(
‖ϕ‖∞ − ϕ

(
ω−β

2

))
.

В данной статье получено дальнейшее обобщение неравенства (4). Для
произвольных p ∈ [1,∞], ω > 0, β ∈ (0, 2ω), и измеримого множества B ⊂ Id,
µB ≤ β, доказано следующее точное неравенство разных метрик типа Ремеза

E0(x)∞ ≤
‖ϕ‖∞

E0(ϕ)Lp(I2ω\B1)

‖x‖Lp(Id\B)

на классах Sϕ(ω) d-периодических функций x с заданной функцией сравнения
ϕ, где B1 := [(ω − β)/2, (ω + β)/2], E0(ϕ)Lp(I2ω\B1)− наилучшее приближение
функции ϕ константами в метрике пространства Lp(I2ω \ B1) (теорема 1).
Как следствие получены точные неравенства разных метрик типа Ремеза на
соболевских классах дифференцируемых периодических функций, а также на
классах Tn тригонометрических полиномов и пространствах Sn,r периодических
полиномиальных сплайнов (теоремы 2 – 4).

Пусть α, y > 0. Для 2ω-периодической S-функции ϕ положим

Eα
y := {t ∈ I2ω : |ϕ(t) + α| > y}. (5)

Ясно, что для β ∈ (0, 2ω) существует единственное число y = y(β),
удовлетворяющее условию

µEα
y(β) = β, (6)

где µ− мера Лебега.

Лемма 1. Пусть p ∈ [1,∞]. Для любой 2ω-периодической S-функции ϕ и
β ∈ (0, 2ω) справедливо соотношение

min
α>0


ˆ

I2ω\Eαy(β)

|ϕ(t) + α|pdt


1/p

= E0(ϕ)Lp(I2ω\B1),

где B1 :=
[
ω−β

2
, ω+β

2

]
.

Доказательство. Достаточно доказать равенство леммы для p < ∞. Не
ограничивая общности можно считать, что

‖ϕ‖∞ = 1. (7)

Рассмотрим функцию

f(α) :=

ˆ

I2ω\Eαy(β)

|ϕ(t) + α|pdt

25



А. Е. ГАЙДАБУРА, В. А. КОФАНОВ

и покажем, что min{f(α) : α > 0} достигается в промежутке

Mβ :=

[
1

2

(
1− ϕ

(
ω − β

2

))
, 1

]
.

Для этого рассмотрим два случая:

1) α ∈
(

0,
1

2

(
1− ϕ

(
ω − β

2

)))
, 2) α > 1

и докажем, что в обоих случаях

f(α) ≥ min{f(α) : α ∈Mβ}. (8)

Пусть сначала α < 1
2

(
1− ϕ

(
ω−β

2

))
, т. е. ϕ

(
ω−β

2

)
+ α < 1 − α. В этом случае

существуют такие числа u, v > 0, u+ v = β, v ≥ u, что

ϕ

(
ω − v

2

)
+ α = −

(
ϕ

(
−ω + u

2

)
+ α

)
,

и, ввиду четности функции ϕ относительно точек ±ω
2
, имеем

I2ω \ Eα
y(β) =

[
ω − v

2
,
ω + v

2

]⋃ [
−ω − u

2
,
−ω + u

2

]
.

Через c = c(α) обозначим единственный нуль функции ϕ(t) + α в промежутке
[−ω/2, ω/2]. Не ограничивая общности можно считать, что ϕ возрастает в этом
промежутке. Тогда

1

2
f(α) =

cˆ
−ω+u

2

|ϕ(t) + α|pdt+

ω−v
2ˆ

c

|ϕ(t) + α|pdt,

где u = u(α), v = v(α), причем u(α) + v(α) = β, а β− фиксированно.
Следовательно,

1

2
f ′(α) = −p

cˆ
−ω+u

2

|ϕ(t) + α|p−1dt+ p

ω−v
2ˆ

c

|ϕ(t) + α|p−1dt+

+c′(α)|ϕ(c) + α|p − 1

2
u′(α)

∣∣∣∣ϕ(−ω + u

2

)
+ α

∣∣∣∣p−
−1

2
v′(α)

∣∣∣∣ϕ(ω − v2

)
+ α

∣∣∣∣p − c′(α)|ϕ(c) + α|p.
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Так как

ϕ(c) + α = 0,

∣∣∣∣ϕ(−ω + u

2

)
+ α

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ϕ(ω − v2

)
+ α

∣∣∣∣ , u′(α) + v′(α) = 0

(последнее равенство вытекает из тождества u(α) + v(α) = β), то

1

2p
f ′(α) = −

cˆ
−ω+u

2

|ϕ(t) + α|p−1dt+

ω−v
2ˆ

c

|ϕ(t) + α|p−1dt.

Поскольку функция ϕ выпукла вверх на [0, ω] и нечетна, то для точек

t1 ∈
(
−ω + u

2
, c

)
, t2 ∈

(
c,

ω − v
2

)
удовлетворяющих условию

|ϕ(t1) + α| = |ϕ(t2) + α|,

выполнено неравенство
|ϕ′(t1)| ≤ |ϕ′(t2)|.

Поэтому, принимая во внимание равенство∣∣∣∣ϕ(−ω + u

2

)
+ α

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ϕ(ω − v2

)
+ α

∣∣∣∣ ,
заключаем, что

c− −ω + u

2
≥ ω − v

2
− c

и
cˆ

−ω+u
2

|ϕ(t) + α|p−1dt ≥

ω−v
2ˆ

c

|ϕ(t) + α|p−1dt.

Таким образом, f ′(α) ≤ 0 для α ∈
(
0, 1

2

(
1− ϕ

(
ω−β

2

)))
и неравенство (8) в этом

случае доказано.
Пусть теперь α > 1. Тогда ϕ(t) + α > 0 для всех t ∈ R в силу (7), причем

функция gt(α) := ϕ(t) + α строго возрастает по переменной α при каждом
фиксированном t. Поэтому функция f(α) также строго возрастает и не может
достигать минимума при α > 1. Тем самым (8) полностью доказано.

Итак, функция f(α) достигает минимума в промежутке Mβ. В этом случае

Eα
y(β) =

[
ω − β

2
,
ω + β

2

]
=: B1
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и

1

2
f(α) =

cˆ
−ω
2

|ϕ(t) + α|pdt+

ω−β
2ˆ

c

|ϕ(t) + α|pdt,

где c = c(α)− единственный нуль ϕ(t)+α в промежутке [−ω/2, ω/2]. Предполагая,
как и раньше, что ϕ возрастает в этом промежутке, имеем

1

2
f ′(α) = −p

cˆ
−ω
2

|ϕ(t) + α|p−1dt+ p

ω−β
2ˆ

c

|ϕ(t) + α|p−1dt. (9)

Ясно, что при возрастании α ∈ Mβ величина c = c(α) убывает. При этом модуль
первого интеграла в (9) убывает, а модуль второго - растет. Кроме того, очевидно,
что f ′(1) > 0 и ранее было доказано неравенство

f ′
(

1

2

(
1− ϕ

(
ω − β

2

)))
≤ 0.

Следовательно, минимум функции f(α) достигается в точке α ∈ Mβ, удовлетво-
ряющей условию

ω−β
2ˆ

−ω
2

|ϕ(t) + α|p−1sgn(ϕ(t) + α)dt = 0, (10)

которое можно переписать в видеˆ

I2ω\B1

|ϕ(t) + α|p−1sgn(ϕ(t) + α)dt = 0.

Из последнего равенства в силу критерия элемента наилучшего приближения в
метрике пространства Lp следует утверждение леммы.

Для функции f ∈ L1(Id) через m(f, y), y > 0, обозначим ее функцию
распределения, определяемую равенством

m(f, y) := µ{t ∈ Id : |f(t)| > y}, (11)

и пусть r(f, t)− убывающая перестановка (см., напр., [9, §1.3]) сужения функции
|f | на [0, d]. Положим r(f, t) = 0 для t > d.

Теорема 1. Пусть p ∈ [1,∞], ϕ− S-функция с периодом 2ω, β ∈ (0, 2ω). Для
любой d-периодической функции x ∈ Sϕ(ω) и измеримого множества B ⊂ Id,
µB ≤ β, имеет место неравенство

E0(x)∞ ≤
‖ϕ‖∞

E0(ϕ)Lp(I2ω\B1)

‖x‖LLp (Id\B) , (12)
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где B1 :=
[
ω−β

2
, ω+β

2

]
.

Неравенство (12) является точным и обращается в равенство для функции
x(t) = ϕ(t) − αp(ϕ,B1) и множества B = B1, где αp(ϕ,B1)− константа
наилучшего приближения функции ϕ в метрике пространства Lp(I2ω \B1).

Доказательство. Зафиксируем d-периодическую функцию x ∈ Sϕ(ω). Ввиду
однородности неравенства (12) можно считать, что E0(x)∞ = 1, а поскольку ϕ
является S-функцией, то тогда

E0(x)∞ = ‖ϕ‖∞ = 1. (13)

При этом существует такое α ∈ R, что

max
t∈R

x(t) = max
t∈R

ϕ(t) + α = 1 + α, min
t∈R

x(t) = min
t∈R

ϕ(t) + α = α− 1.

Переходя, если нужно, к функции −x, можем считать ввиду (13), что max{x(t) :
t ∈ R} ≥ 1. Тогда α ≥ 0.

Пусть для определенности функция ϕ возрастает на [−ω
2
, ω

2
]. Для τ ∈ R

положим xτ (t) := x(τ + t), t ∈ R. Выберем τ1, τ2 ∈ R так, чтобы

xτ1

(ω
2

)
= max

t∈R
x(t) = 1 + α, xτ2

(
−ω

2

)
= min

t∈R
x(t) = α− 1.

Так как ϕ является функцией сравнения для x, то

(xτ1(t))+ ≥ (ϕ(t) + α)+ ,
∣∣∣t− ω

2

∣∣∣ ≤ ω, (14)

и
(xτ2(t))− ≥ (ϕ(t) + α)− ,

∣∣∣t+
ω

2

∣∣∣ ≤ ω, (15)

где u± := max{± u, 0}. Отметим, что из (14) и (15), в частности, следует
соотношение d ≥ 2ω, и кроме того, неравенства

m(x±, y) ≥ m((ϕ(·) + α)±, y), y ≥ 0,

где функция m(f, y) определена соотношением (11). Следовательно,

m(x, y) ≥ m(ϕ(·) + α, y), y ≥ 0.

Отсюда сразу следует неравенство

r(x, t) ≥ r(ϕ(·) + α, t), t ≥ 0. (16)

Заметим, что для любого измеримого множества B ⊂ Id, µB ≤ β, имеет место
неравенство ˆ

B

|x(t)|pdt ≤
βˆ

0

rp(x, t)dt,
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а так как перестановка сохраняет Lp-норму функции, то

‖x‖pLp(Id\B) =

ˆ

Id

|x(t)|pdt−
ˆ

B

|x(t)|pdt ≥

≥
dˆ

0

rp(x, t)dt−
βˆ

0

rp(x, t)dt =

dˆ

β

rp(x, t)dt.

Отсюда, принимая во внимание неравенство (16) и соотношение d ≥ 2ω, получаем

‖x‖pLp(Id\B) ≥
2ωˆ

β

rp(ϕ(·) + α, t)dt =

ˆ

I2ω\Eαy(β)

|ϕ(t) + α|pdt,

где Eα
y(β) определено равенствами (5) и (6). Теперь, применяя лемму 1, заключаем,

что для любого измеримого множества B, µB ≤ β, справедливо неравенство

‖x‖Lp(Id\B) ≥ E0(ϕ)Lp(I2ω\B1),

из которого ввиду (13) сразу следует (12). Теорема 1 доказана.

Из теоремы 1 вытекают неравенства разных метрик типа Ремеза для функций
класса Lr∞(I2π), а также для тригонометрических полиномов и сплайнов.

Символом ϕr(t), r ∈ N, обозначим сдвиг r-го 2π-периодического интеграла
с нулевым средним значением на периоде от функции ϕ0 (t) = sgn sin t,
удовлетворяющий условию ϕr(0) = 0. Для λ > 0 положим ϕλ,r (t) := λ−rϕr (λt).
Ясно, что сплайн ϕλ,r (t) является S-функцией с периодом 2π/λ.

Теорема 2. Пусть r ∈ N, p ∈ [1,∞], β ∈ (0, 2π). Тогда для любой функции
x ∈ Lr∞(I2π) и произвольного измеримого множества B ⊂ I2π, µB ≤ β/λ, где

λ =

(
Kr‖x(r)‖∞
E0(x)∞

) 1
r

, имеет место неравенство

E0(x)∞ ≤
‖ϕr‖∞

E0(ϕr)αLp(I2π\B1)

‖x‖αLp(I2π\B) ‖x
(r)‖1−α

∞ , (17)

где α = r
r+1/p

, B1 :=
[
π−β

2
, π+β

2

]
.

Неравенство (17) является точным и обращается в равенство для функции
x(t) = ϕr(t) − αp(ϕr, B1) и множества B = B1, где αp(ϕr, B1)− константа
наилучшего приближения функции ϕ в метрике пространства Lp(I2π \B1).
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Теорема 3. Пусть p ∈ [1,∞], n,m ∈ N, m ≤ n, β ∈ (0, 2πm/n). Если
тригонометрический полином T ∈ Tn имеет минимальный период 2π/m, то для
любого измеримого множества B ⊂ I2π, µB ≤ β, имеет место неравенство

E0(T )∞ ≤
( n
m

)1/p ‖T‖Lp(I2π\B)

E0(sinn(·))Lp(I2π\Bm1 )

, (18)

где Bm
1 =

n−1⋃
k=0

{
Bm,n

1 + 2kπ
n

}
, Bm,n

1 =
[

1
2

(
π
n
− β

m

)
, 1

2

(
π
n

+ β
m

)]
.

Неравенство (18) является точным и обращается в равенство для полинома
T (t) = sinnt − αp(sinn(·), Bm

1 ) и множества B = Bm
1 , где αp(sinn(·), Bm

1 )−
константа наилучшего приближения функции sinn(·) в метрике пространства
Lp(I2π \Bm

1 ).

Теорема 4. Пусть p ∈ [1,∞], r, n,m ∈ N, m ≤ n, β ∈ (0, 2πm/n). Если
сплайн s ∈ Sn,r имеет минимальный период 2π/m, то для любого измеримого
множества B ⊂ I2π, µB ≤ β, имеет место неравенство

E0(s)∞ ≤
( n
m

)1/p ‖ϕn,r‖∞
E0(ϕn,r)Lp(I2π\Bm1 )

‖T‖Lp(I2π\B) , (19)

где Bm
1 =

n−1⋃
k=0

{
Bm,n

1 + 2kπ
n

}
, Bm,n

1 =
[

1
2

(
π
n
− β

m

)
, 1

2

(
π
n

+ β
m

)]
.

Неравенство (19) является точным и обращается в равенство для сплайна
s(t) = ϕn,r(t) − αp(ϕ,B

m
1 ) и множества B = Bm

1 , где αp(ϕn,r, Bm
1 )− константа

наилучшего приближения сплайна ϕn,r в метрике пространства Lp(I2π \Bm
1 ).
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