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Слiди узагальнених потенцiалiв

Одержана теорема про знаходження слiдiв iнтегральних операторiв, визначених
на симетричних просторах з деяким ядром з застосуванням теореми iнтерполяцiї
Крейна-Семенова.

Ключовi слова: мiра, функцiя розподiлу, перестановка функцiї, симетричний простiр,
iнтерполяцiя операторiв.

Получена теорема о нахождении следов интегральных операторов, определенных
на симметричных пространствах с некоторым ядром с применением теоремы
интерполяции Крейна-Семенова.

Ключевые слова: мера, функция распределения, перестановка функции, симметричное
пространство, интерполяция операторов.

The theorem on finding traces of integral operators defined on a symmetric space
with a certain kernel is obtained using the Krein-Semenov interpolation theorem.

Key words: measure, distribution function, function permutation, symmetric space, operators
interpolation.

Узагальнюються деякi результати статтi Петре [1], який застосував iнтерполя-
цiю лiнiйних операторiв в лебегових просторах для знаходження слiдiв потенцiалiв
Рiса. В цiй статтi Петре показав, що теореми типу Адамса [2] про слiди потенцiалiв
можна доводити використовуючи теорiю iнтерполяцiї. Замiсть iнтерполяцiї Петре
в роботi використовується теорема iнтерполяцiї лiнiйних операторiв Крейна,
Семенова в симетричних просторах [3].

Нехай через Ē (0,∞) позначається симетричний простiр функцiй, заданих на
пiвпрямiй (0,∞), з фундаментальною функцiєю φE(t), 0 < t <∞ [3].

Через X позначимо простiр з додатною мiрою µ.
Для кожної вимiрною за мiрою µ на X функцiї f через

µf (t) =: µ {x ∈ X : f(x) > t} (t > 0)

позначається функцiя розподiлу i через f ∗µ позначається незростаюча перестановка
цiєї функцiї, яка задана на (0,∞), тобто f ∗µ(s) =: inf {t ∈ (0,∞) : µf (t) < s}. Далi,
через E(X) позначається симетричний простiр вимiрних за мiрою µ на X функцiй
з скiнченною нормою

‖f‖E(X) :=
∥∥f ∗µ∥∥Ē(0,∞)

.
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Для додатних вимiрних за мiрою Лебега на (0,∞) функцiй χ(t), δ(t) через
Eχ,δ(0,∞) позначимо простiр вимiрних за мiрою µ на X функцiй f таких, що

норма
∥∥χ(t)f ∗∗µ (δ(t))

∥∥
Ē(0,∞)

скiнченна. Тут f ∗∗µ (t) = 1
t

t́

0

f ∗µ(τ)dτ (0 < t <∞).

Нехай X, Y - простори з вiдповiдно додатними мiрами µ i ν. Позначимо LXp =
= Lp(X), LYq = Lq(Y ), EX = E(X), F Y = F (Y ) - вiдповiдно простори Лебега та
симетричнi простори.

Симетричними просторами, заданими на X, Y , є простори Лоренця ΛX =
Λ(X), Марцинкевича MY = M(Y ) вiдповiдно з мiрами ν, µ та нормами ‖f‖Λ(X) :=

:=
∥∥f ∗µ∥∥Λ̄φ(0,∞)

, ‖f‖M(Y ) :=
∥∥f ∗µ∥∥M̄ψ(0,∞)

. Тут через φ, ψ̄ позначенi вiдповiдно
фундаментальнi функцiї, заданi на пiвосi (0,∞) просторiв Лоренця Λ̄φ(0,∞) та
Марцинкевича M̄ψ(0,∞).

Нехай через Ē ′(0,∞) позначається симетричний простiр, асоцiйований до
простору Ē(0,∞). Позначимо через E ′(X) симетричний простiр, асоцiйований до
простору E(X), такий, що ‖f‖E′(X) :=

∥∥f ∗µ∥∥Ē′(0,∞)
, де фундаментальна функцiя

простору Ē ′(0,∞) позначається через φĒ′(t) = t
φĒ(t)

.
Нехай через LXp (G) та LYq (G) позначаються простори Лебега в випадку, коли

G - симетричний простiр, тобто простiр всiх функцiй g(u) iз значеннями в G i
таких, що ‖g(u)‖G ∈ LXp або ‖g(u)‖G ∈ LYq з вiдповiдними нормами ‖g‖LXp (G) =

‖‖g(u)‖G‖LXp або ‖g‖LYq (G) = ‖‖g(u)‖G‖LYq .
Розглянемо оператор Tf(y) =

´
X

k(y, x)f(x)dµ(x), де ядро k є (µ, ν) - вимiрна

функцiя i (Tf)∗∗ν (t) = 1
t

∞́

0

(Tf)∗ν(τ)dτ .

Сформулюємо перше твердження.

Теорема 1. Нехай
k ∈ LY∞(EX), k ∈ LX∞(F Y ) (0.1)

i показники розтягування фундаментальних функцiй φĒ, φF̄ задовольняють
нерiвностям 0 < γφĒ ≤ δφĒ < 1, 0 < γφF̄ ≤ δφF̄ < 1.

Нехай GX - такий симетричний простiр з нормою ‖f‖GX :=
∥∥f ∗µ∥∥Ḡ(0,∞)

,
що для показникiв розтягування фундаментальної функцiї φḠ простору Ḡ(0,∞)
виконується нерiвнiсть δφ

Ē′
< γφḠ ≤ δφḠ < 1.

Тодi iснує така стала C > 0, що для всiх f ∈ GX виконується нерiвнiсть

‖(Tf)∗∗ν ‖Ḡν,δ(0,∞) ≤ C
∥∥f ∗µ∥∥Ḡ(0,∞)

,

де χ(t) = φE(t)
t

, δ(t) = φ−1
F (φE(t)).

Доведення. Нехай f ∈ (E ′)X . Застосовуючи нерiвнiсть Гельдера для симетрич-

них просторiв [1], маємо
∣∣∣∣´
X

k(y, x)f(x)dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ C ‖ky‖EX ‖f‖(E′)X . Потiм вiзьмемо
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L∞ - норму вiд лiвої та правої частини нерiвностi та використаємо умову (0.1)
теореми. Одержимо

‖(Tf)∗∗ν ‖L∞(0,∞) ≤ ‖(Tf)∗ν‖L∞(0,∞) = ‖Tf‖LY∞ = ||
ˆ

X

k(y, x)f(x)dµ(x)||LY∞ ≤

≤ C ‖ky‖EX ‖f‖(E′)X ≤ C
∥∥f ∗µ∥∥Ē′(0,∞)

.

Нехай f ∈ LX∞. Далi застосуємо аналог нерiвностi Мiнковського [3] до норми
симетричного простору F Y , маємо

||
ˆ

X

k(·, x)f(x)dµ(x)||FY ≤ C

ˆ

X

‖k(·, x)‖FY |f(x)|dµ(x).

Використовуючи нерiвнiсть 0 < γφF̄ ≤ δφF̄ < 1 для φF̄ i теорему 5.3 iз [3], маємо

sup
0<t<∞

(Tf)∗∗ν (t)φF̄ (t) ≤ ‖(Tf)∗ν‖F̄ (0,∞) = ‖Tf‖FY ≤ C ‖k(·, x)‖FY ‖f‖LX1 ≤ C
∥∥f ∗µ∥∥L̄1(0,∞)

.

Застосовуючи iнтерполяцiйну теорему Крейна i Семенова [3], одержуємо, що

‖(Tf)∗∗ν ‖Ḡγ,δ(0,∞)
≤ C

∥∥f ∗µ∥∥Ḡ(0,∞)
.

Нехай X = Y = Rn. Додатна мiра µ на Rn є розмiрностi a, якщо для будь-якої
кулi Kr радiуса r виконується нерiвнiсть

µ (Kr) ≤ C (µ) ra,

а стала C(µ) залежить тiльки вiд µ. Нехай k (y, x) = 1
g(|x−y|) , де g : [0,∞)→ [0,∞),

g(0) = 0, 0 < γg ≤ δg < n i g зростає.
Для мiри µ позначимо символом Gg

E(µ) простiр функцiй u, поданих у виглядi
u(y) =

´
k(y, x)f(x)dx, де функцiя f ∈ E(µ).

Покладемо u∗∗ν (t) = 1
t

t́

0

u∗ν(τ)dτ . Має мiсце наступна теорема.

Теорема 2. Нехай X = Y = Rn, µ є мiра розмiрностi a, мiра ν - розмiрностi b
i показники розтягування фундаментальної функцiї g задовольняють нерiвнiсть
0 < γg ≤ δg < a. Нехай φ(t) = t

g
(
t

1
a

) для t > 0 i φ(0) = 0, Ḡ(0,∞) -

такий симетричний простiр, що для показникiв розтягування фундаментальної
функцiї φḠ цього простору виконуєтсья нерiвнiсть δφ < γφḠ ≤ δφḠ < 1. Якщо
GX = G (X) - симетричний простiр i G̃Y = G̃(Y ) - банаховий простiр вiдповiдно
з нормами ‖f‖GX :=

∥∥f ∗µ∥∥Ḡ(0,∞)
та ‖u‖t ildeGY :=

∥∥∥g (t 1
a

)
t−1(u)∗∗

(
t
b
a

)∥∥∥
Ḡ(0,∞)

, то

iснує така стала C > 0, що для всякої f ∈ GX виконується нерiвнiсть∥∥∥g (t 1
a

)
t−1(u)∗∗

(
t
b
a

)∥∥∥
Ḡ(0,∞)

≤ C
∥∥f ∗µ(t)

∥∥
Ḡ(0,∞)

.
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Доведення. Нехай µ - мiра розмiрностi a, ν - мiра розмiрностi b i коефiцiєнти
розтягування функцiї g задовольняють нерiвнiсть 0 < γg ≤ δg < a. Тодi 0 < γφ ≤
δφ < 1. Для кожного x ∈ X позначимо через νkx(τ) функцiю розподiлу функцiї
k(y, x) по змiннiй y, тобто

νkx(τ) =: ν {y ∈ Y : k(y, x) > τ} (τ > 0).

Через k∗x(s) позначається незростаюча перестановка k(y, x) по змiннiй y:

k∗x(s) =: inf {τ ∈ (0,∞) : νkx(τ) < s} ,

якщо змiнна x фiксована. Аналогiчно визначається функцiя розподiлу µky(τ)
та незростаюча перестановка k∗y(h) функцiї k(y, x) по змiннiй x, якщо змiнна y
фiксована.

Спочатку доведемо, що k(x, y) = 1
g(|x−y|) належить простору МарцинкевичаMX

з нормою ‖k(·, y)‖M(X) :=
∥∥k∗y∥∥M̄φ(0,∞)

i фундаментальною функцiєю φ̄(τ) простору

M̄φ(0,∞), еквiвалентною функцiї g
(
τ

1
a

)
для всякого y.

Для цього достатньо встановити, що µ
{
x ∈ X : 1

g(|y−x|) > τ
}
≤ C(a)

(
g−1

(
1
τ

))a.
Iз нерiвностi 1

g(|y−x|) > τ маємо |y − x| < g−1
(

1
τ

)
. Так як µ - мiра розмiрностi

a, то згiдно визначення µ
{
x ∈ X : 1

g(|y−x|) > τ
}

не бiльше за C(a)
(
g−1

(
1
τ

))a, де
стала C(a) залежить тiльки вiд a. Отже, незростаюча перестановка k∗y(τ), яка
задана на (0,∞), функцiї k(x, y) = 1

g(|y−x|) для всякого y ∈ Y мажорується

φ1(t) =

[
g

((
t

C(a)

) 1
a

)]−1

. Враховуючи властивостi функцiй g, φ i теорему 5.3

з [3], одержуємо, що k(y, ·) ∈ MX з нормою ‖k(y, ·)‖MX :=
∥∥k∗y∥∥M̄[φ1]−1 (0,∞)

, що

є еквiвалентною sup
τ>0

k∗∗y (τ)
[
g
(
τ

1
a

)]
для кожного y ∈ Y , де φ̄(τ) = g

(
τ

1
a

)
-

фундаментальна функцiя простору Марцинкевича M̄φ(0,∞).
Аналогiчно доводиться, що незростаюча перестановка k∗x(t), яка задана на

(0,∞), для всякого x ∈ X мажорується функцiєю ψ1(t) =

[
g

((
t

C(b)

) 1
b

)]−1

i k(·, x) ∈ MY . Норма ‖k(·, x)‖MY := ‖k∗x‖M̄[ψ1]−1(0,∞)
для всякого x ∈ X

еквiвалентна sup
τ>0

k∗∗x (τ)
[
g
(
τ

1
b

)]
, де ψ̄(t) = g

(
t

1
b

)
- фундаментальна функцiя

простору M̄ψ(0,∞).
Вiдмiтимо, що двоїстим простором до простору Марцинкевича MX , з мiрою

µ i з нормою ‖f‖MX :=
∥∥f ∗µ∥∥)M̄φ(0,∞) та фундаментальною функцiєю φ̄(τ) =

= g
(
τ

1
a

)
простору M̄φ(0,∞) є простiр Лоренця ΛX з нормою ‖f‖ΛX :=

∥∥f ∗µ∥∥Λ̄φ(0,∞)

i фундаментальною функцiєю φ(t) = t
φ̄(t)

простору Λ̄φ(0,∞). Крiм того, δ(t), γ(t)

визначаються з умови φ(t)
t

= 1
ψ̄(δ(t))

, γ(t) = ψ̄(δ(t))
t

або з умови φ̄(t) = ψ̄(δ(t)), γ(t) =
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ψ̄(δ(t))
t

. Звiдси маємо δ(t) = t
b
a , γ(t) = φ̄(t)

t
= 1

t
g
(
t

1
a

)
з врахуванням залежностi

φ̄, ψ̄ вiд t. Застосовуючи теорему 1 у випадку EX = MX , F Y = MY , одержуємо
нерiвнiсть

∥∥∥g (t 1
a

)
t−1(u)∗∗

(
t
b
a

)∥∥∥
Ḡ(0,∞)

≤ C ‖f ∗‖Ḡ(0,∞).

Наслiдок. Нехай X = Y = Rn, µ є мiра розмiрностi a, мiра ν - розмiрностi b;
g(t) = tn−α, де 0 < α < n. Нехай Lp(0,∞), де p > 1 - простiр Лебега i Lq,p(0,∞) -

простiр функцiй h(t) з нормою ‖h‖Lq,p(0,∞) =

{
q−2(q − 1)

∞́

0

[h∗∗(t)]p t
p
q
−1dt

} 1
p

. Якщо

LXp = Lp(X) та LYq,p = Lq,p(Y ) - простори вiдповiдно з нормами ‖f‖LXp :=

:=
∥∥f ∗µ∥∥Lp(0,∞)

та ‖u‖LYq,p := ‖u∗ν‖Lq,p(0,∞)
, i n− α = a

p′
+ b

q
(p′ = p

p−1
), то iснує така

стала C > 0, що для всякої f ∈ LXp виконується нерiвнiсть

‖u∗ν‖Lq,p(0,∞)
≤ C

∥∥f ∗µ(t)
∥∥
Lp(0,∞)

.

Доведення. Застосовуючи теорему 2 в випадку, коли GY = LYp , маємо нерiвнiсть:∥∥∥tn−αa t−1(u)∗∗
(
t
b
a

)∥∥∥
Lp(0,∞)

≤ C ‖f ∗‖Lp(0,∞) .

Спочатку в лiвiй частинi цiєї нерiвностi запишемо норму в Lp(0,∞):
∞̂

0

(
t
n−α
a
−1(u)∗∗

(
t
b
a

))p
dt


1
p

≤ C ‖f ∗‖Lp(0,∞) .

Потiм зробимо замiну t
b
a = τ i маємо:ab

∞̂

0

((u)∗∗(τ))p τ
n−α
b
p−a

b
pτ

a
b
−1dτ


1
p

≤ C ‖f ∗‖Lp(0,∞) .

Замiнивши 1
q

= n−α
b
− a

bp′
, одержимо наслiдок.
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