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Поточковi оцiнки найкращих односторон-
нiх наближень класiв W r

∞ при 0 < r < 1

Знайдено асимтотично точну оцiнку найкращих одностороннiх наближень
функцiй класiв W r

∞, 0 < r < 1, з урахуванням положення точки на вiдрiзку.

Ключовi слова: найкращi наближення, найкращi одностороннi наближення, асимтотично
точна оцiнка, поточкове наближення, iнтеграл дробового порядку.

Найдена ассимптотически точная оценка наилучших односторонних приближе-
ний функций классов W r

∞, 0 < r < 1, с учётом положения точки на отрезке.

Ключевые слова: наилучшие приближения, наилучшие односторонние приближения,
ассимптотически точная оценка, поточечное приближение, интеграл дробного порядка.

The asymptotic pointwise estimation of the best one-sided approximation to the
classes W r

∞, 0 < r < 1, has been established.
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Нехай r – натуральне число, W r
∞ – клас визначених на вiдрiзку [−1, 1] функцiй

f , таких що f (r−1) – абсолютно неперервна на [−1, 1], а f (r) майже скрiзь на [−1, 1]
задовольняє нерiвнiсть |f (r)(x)| ≤ 1. С.М. Нiкольський [1] вiдкрив дуже цiкавий
феномен покращення якостi наближення функцiй алгебраїчними полiномами бiля
кiнцiв вiдрiзка, встановивши, що для будь-якої функцiї f ∈ W 1

∞ можна вказати
послiдовнiсть алгебраїчних полiномiв Pn(x) степеня не вищого за n, таку що при
n −→∞ рiвномiрно щодо x ∈ [−1, 1]

|f(x)− Pn−1(x)| ≤ π

2n

√
1− x2 + |x|O

(
lnn

n2

)
. (1)
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Над рiзноманiтними узагальненями одержаної С.М. Нiкольським оцiнки (1)
працювала цiла низка видатних учених. Зокрема, В.М. Тємляков [2] для r = 1 та
Р.М. Тригуб [3] для всiх натуральних r > 1 узагальнили оцiнку (1), довiвши що
для будь-якої f ∈ W r

∞, r ∈ N, та n ≥ r − 1 можна вказати алгебраїчний полiном
Pn,r(x) степеня не вищого за n, такий що для будь-якого x ∈ [−1, 1] виконується
нерiвнiсть

|f(x)− Pn,r(x)| ≤ Kr

nr

(√
1− x2

)r
+ Cr

(√
1− x2

)r−1

nr+1
, (2)

тут i в подальшому Cr означає залежну лише вiд r сталу, конкретнi значення якої
в рiзних мiсцях можуть бути рiзними.

Надалi оцiнка (2) узагальнювалася в двох напрямках. Перший напрямок
стосується класiв, заданих обмеженням на модуль неперервностi старшої похiдної.
Нехай ω(t) – опуклий модуль неперервностi, такий що t d

dt
ω(t) не зростає. У працi [4]

В.П. Моторний встановив, що для довiльної функцiї f ∈ W rHω iснує послiдовнiсть
алгебраїчних полiномiв Pn,r(x) степеня не вищого за n ≥ r (при r=0, n>1), таких
що

|f(x)− Pn,r(x)| ≤ Kr

2

(√
1− x2

n

)r
ω

(
2Kr+1

nKr

√
1− x2

)
+

+Cr

(
1
n

+
√

1− x2
)r−1

ω
(√

1−x2

n
+ 1

n2

)
lnn

nr+1
.

Другий напрямок пов’язано з класами W r
∞ при додатному нецiлому r. Нехай

r – нецiле додатне число, W r
∞ – клас функцiй fr(x), визначених на вiдрiзку [–1; 1]

рiвнiстю

fr(x) =
1

Γ(r)

ˆ x

−1

(x− t)r−1f(t)dt+ P (x),

де Γ(r) – гама-функцiя Ейлера, функцiя f(t) – вимiрна та майже скрiзь |f(t)| ≤ 1,
P (x) – алгебраїчний полiном степеня не вищого за [r − 1] ([a] – цiла частина a).

В.П. Моторний [5] встановив, що для довiльного числа r > 0 i довiльної функцiї
f ∈ W r

∞ iснує послiдовнiсть алгебраїчних полiномiв Pn,r(x) степеня не вищого за
n ≥ [r], таких що для всiх x ∈ [−1, 1] виконується нерiвнiсть

|f(x)− Pn,r(x)| ≤ Kr

nr

(√
1− x2

)r
+ Cr

(
1
n

+
√

1− x2
)r−1

lnn

nr+1
, (3)

де

Kr =
4 sin rπ

2

π

∞∑
m=0

1

(2m+ 1)r+1
, якщо 0 < r < 1,

та

Kr =
4

π

∣∣∣∣∣
∞∑
m=0

sin
(
(2m+ 1)γr − rπ

2

)
(2m+ 1)r+1

∣∣∣∣∣ якщо r > 1,
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а γr ∈ [0, π) – корiнь рiвняння
∞∑
m=0

cos
(
(2m+ 1)γr − rπ

2

)
(2m+ 1)r

= 0.

Окреме вiдгалуження теорiї апроксимацiї становлять оцiнки найкращих односто-
роннiх наближень iз урахуванням положення точки на вiдрiзку. В.Г. Доронiн,
А.О. Лигун у працi [6] довели, що для будь-якої функцiї f ∈ W r

∞ (r – натуральне
число) можна вказати послiдовнiсть алгебраїчних полiномiв P+

n,r степеня не
вищого за n, таку що при n −→∞ рiвномiрно щодо x ∈ [−1, 1]

0 ≤ P+
n,r(x)− f(x) ≤ 2Kr

nr

(√
1− x2

)r
+ o

(
1

nr

)
.

Аналог для одностороннiх наближень оцiнки (2) одержав А.М. Пасько в працi
[7], довiвши, що для будь-якої функцiї f ∈ W r

∞, r ∈ N, та довiльного n ≥ r − 1
iснує многочлен P+

n,r(x), який задовольняє нерiвнiсть

0 ≤ P+
n,r(x)− f(x) ≤ 2Kr

(√
1− x2

n

)r
+ Cr

(√
1− x2

)r−1

nr+1
.

У працi [8] А.М. Пасько довiв, що для будь-якого нецiлого числа r>1 i будь-якої
функцiї f ∈ W r

∞ iснує послiдовнiсть алгебраїчних полiномiв P+
n,r(x) степеня n ≥ [r],

таких що для всiх x ∈ [−1, 1] справджується нерiвнiсть

0 ≤ P+
n,r(x)− f(x) ≤ 2Kr

nr

(√
1− x2

)r
+

+Cr

((√
1− x2

)[r]

nr+{r}
+

lnn

nr+1

(
1

n
+
√

1− x2

)r−1
)
, (4)

якщо [r] – парне, i

0 ≤ P+
n,r(x)− f(x) ≤ 2Kr

nr

(√
1− x2

)r
+

+Cr

((√
1− x2

)[r]−1 ( 1
n

+
√

1− x2
)

nr+{r}
+

lnn

nr+1

(
1

n
+
√

1− x2

)r−1
)
, (5)

якщо [r] – непарне.
В цiй роботi ми позбудемось обмеження r > 1 в оцiнцi (4). А саме, виконується

така теорема.

Теорема 1. Нехай 0 < r < 1. Для будь-якої функцiї f ∈ W r
∞ iснує

послiдовнiсть алгебраїчних полiномiв P+
n,r(x) степеня не вищого за n, таких що

для всiх x ∈ [−1, 1] справджується нерiвнiсть

0 ≤ P+
n,r(x)− f(x) ≤ 2Kr

nr

(√
1− x2

)r
+
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+Cr

(
lnn

nr+1

(
1

n
+
√

1− x2

)r−1

+
lnn

n2r

)
. (7)

Для доведення теореми 1 знадобляться такi двi леми.

Лема 1. Нехай 0 < r < 1. Можна побудувати послiдовнiсть алгебраїчних
многочленiв h+

n,r(x), n ∈ N, якi, разом iз залежною лише вiд r сталою C∗r , для
кожного натурального n задовольняють нерiвнiсть

0 ≤ h+
n,r(x)−

(
1

n
+
√

1− x2

)r−1

≤ C∗rn
1−r. (8)

Доведення леми 1. Позначимо α = 1− r i введемо функцiю

u(t) =
1(

1
n

+ |t|
)α , t ∈ [−1, 1].

Модуль її похiдної

|u′(t)| =

∣∣∣∣∣ −α · sign t(
1
n

+ |t|
)α+1

∣∣∣∣∣ ≤ αnα+1.

Оскiльки функцiя u(t) – абсолютно неперервна, то вона належить класу Лiпшиця:
u ∈ αnα+1H1. В такому разi за теоремою Джексона для будь-якого натурального
m iснує алгебраїчний полiном pm(t) для якого виконується нерiвнiсть

|u(t)− pm(t)| ≤ Aαn
α+1

m
, t ∈ [−1, 1],

де Aα – стала, що залежить лише вiд α (не залежить нi вiд n, нi вiд m). Взявши
тут m = n, одержимо, що для всiх t ∈ [−1, 1] виконується нерiвнiсть

|u(t)− pn(t)| ≤ Aαn
α. (9)

Оскiльки функцiя u(t) – парна, то полiном pn(t) теж можна вважати парним.
Зробимо в нерiвностi (9) замiну t =

√
1− x2. Оскiльки змiнна t входить у парний

алгебраїчний полiном pn(t) винятково в парних степенях, pn(t) пiсля цiєї замiни
перетвориться на алгебраїчний полiном zn(x) степеня не вищого за n, а сама
нерiвнiсть (9) набуде вигляду∣∣∣∣∣

(
1

n
+
√

1− x2

)r−1

− zn(x)

∣∣∣∣∣ ≤ A1−rn
1−r. (10)

Запишемо тепер (10) як подвiйну нерiвнiсть

−A1−rn
1−r ≤ zn(x)−

(
1

n
+
√

1− x2

)r−1

≤ A1−rn
1−r. (11)
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Додавши до всiх трьох частин подвiйної нерiвностi (11) величину A1−rn
1−r i

позначивши
h+
n (x) = zn(x) + A1−rn

1−r, C∗r = 2A1−r,

одержуємо (8). Доведення леми завершено.

Лема 2. Нехай β – довiльна стала, ω – модуль неперервностi. Тодi для будь-
якого натурального n iснує алгебраїчний полiном qn(x) степеня не вищого за n,
такий що для всiх x ∈ [−1, 1]∣∣∣∣ω(βn√1− x2

)
− qn(x)

∣∣∣∣ ≤ Cω

(
1

n2

)
, (12)

з незалежною вiд n сталою C.

Доведення леми 2 мiститься в [9].
Доведення теореми 1. Нехай 0 < r < 1. Перепишемо (3) у виглядi

−Kr

nr

(√
1− x2

)r
− Cr

(
1
n

+
√

1− x2
)r−1

lnn

nr+1
≤

≤ Pn,r(x)− f(x) ≤ Kr

nr

(√
1− x2

)r
+ Cr

(
1
n

+
√

1− x2
)r−1

lnn

nr+1
,

i додавши
Kr

nr

(√
1− x2

)r
+ Cr

(
1
n

+
√

1− x2
)r−1

lnn

nr+1

до всiх трьох частин цiєї подвiйної нерiвностi, одержимо

0 ≤ Pn,r(x) +Kr

(√
1− x2

n

)r
+ Cr

(
1
n

+
√

1− x2
)r−1

lnn

nr+1
− f(x) ≤

≤ 2Kr

nr

(√
1− x2

)r
+ 2Cr

(
1
n

+
√

1− x2
)r−1

lnn

nr+1
. (13)

Узявши в (12) за модуль неперервностi ω(t) = tr, β = 1, одержимо, що для
деякого алгебраїчного полiнома qn(x)∣∣∣∣∣

(√
1− x2

n

)r
− qn(x)

∣∣∣∣∣ ≤ C

n2r
.

Переписавши цю нерiвнiсть у виглядi подвiйної

− C

n2r
≤ qn(x)−

(√
1− x2

n

)r
≤ C

n2r
,
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i додавши до всiх трьох частин C/n2r, одержимо

0 ≤ q+
n (x)−

(√
1− x2

n

)r
≤ 2C

n2r
, (14)

де алгебраїчний полiном

q+
n (x) = qn(x) +

C

n2r
.

Додавши до (13) помножену на Kr нерiвнiсть (14) i помножену на Cr lnn
nr+1 нерiвнiсть

(8), пiсля нескладних перетворень одержимо нерiвнiсть (7) для полiнома

P+
n,r(x) = Pn,r(x) +Krq

+
n (x) +

Cr lnn

nr+1
h+
n,r(x).

Теорема доведена.
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