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О МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫХНЕРАВЕНСТВАХ ТИПА ХАРДИ-
ЛИТТЛЬВУДА-ПОЛИА ДЛЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИИ

ОДНОЙ И ДВУХ КОМПЛЕКСНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

`В банахових просторах Хард! одержанЕ точн! нервност! типу Хард-Литльвуда-

Поліа для аналітичних функцій однієї и двох комплекснихзмінних.

Ключовіслова: аналітичні функції, простір Харді, точні нерівності,

В банаховых пространствах Харди получены точные неравенства типа Харди-

Литтльвуда-Полиа для аналитических функций одной и двух комплексных

переменных.

Ключевые слова: аналитические функции, пространство Харди, точные

неравенства.

The exact inequalities of Hardy-Littlewood-Polya type have been obtained for analytic

functions one and two complex variables in Hardy spaces...

Key words:analytic functions, Hardy spaces, exact inequalities.

С начала прошлого века особый интерес у многих математиков, начинаяс
З. Ландау,  Ж.Адамара, Г. Харди, Дж. Литтльвуда, А. Н. Колмогорова,
вызывает получение точных неравенств для норм промежуточных производных
функции через норму самой функции и норму ее старшей производной.
Современное развитие этой тематики’ связано с работами В.В. Арестова,
С. Б. Стечкина, Л.В, Тайкова, В. Н. Габушина, Н. П. Купцова, А. Ю. Шадрина,

В. М. Тихомирова, Н. П. Корнейчука, В.Н. Коновалова, В. Ф.Бабенко,

А.А. Лигуна, С. А. Пичугова, В. А. Кофанова, Г. Г, Магарил-Ильяеваи многих
других[1]. | |

С нашей точки зрения, не меньший интерес‘ представляет решение
подобных задач и в случае аналитических функций комплексного переменного,
где по сравнению с вешественным случаем не так много окончательных
результатов [3-5]. Данная статья является своеобразным продолжением
указанной тематики в комплексной плоскости.

df.
Введем необходимые обозначения и понятия. Пусть U=lzeC:< 1,

A(U) - множество функций, аналитических в круге 0; Н. (921) - банахово

пространство Харди, состоящее из функций Ге А(Ч), для которых конечна

норма

т М(Г,Р), если 1 «4 « 20,

іsu -4 зирії(2) если а сю,
те
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Известно, что норма функции Ёе Н‚ реализуется на ее угловых граничных

 

агро їх
где М. (ГР)УГе )

значениях Ё(е"), которые существуют почти для всех 0<1<2л [6; 8]. При

этом если 1 <р < 4, то справедливо включение Н.сН,.

Символом Hy (гє М) обозначим множество dyHkuni fe A(U),

которых производные г-го порядка #” по переменной 2 принадлежат

пространству Харди Н.. Следовательно, при 922 для производной функции

{= Ну имеем ГЕН.. Используя разложение Ев ряд Тейлора #(2) = Ус. (Р)2
іно

в области 0, производную Ё” запишем в виде f(z) = Ya,.¢(fz, где
jer _

df. |
аг 7070-07 г 81). Поскольку для функции Ї є Hy норма

з , у

| Eadie | (1)

ее г-ой производной конечна в Н.. то конечнымив этом пространстве будут и

 
о =

2. 

 

wk и
нормы всех ее промежуточных производных ЕЮ (К =1г-№. Отсюда, в

частности, следует принадлежность указанных производных пространствам

Харди H,.rae 1<p<2.

Теорема 1. Пустьгте М;1<К<г - натуральное число; 1<ps2;

255,6 <а. Тогда для любой функции Ге Hy ‚ у которой коэффициенты

Тейлора с (РЁ) =0,2где } =г-К,....г-1, имеют место неравенства

|
Неравенства(2) являются точными в том смысле, что существует функция

fy, = Ну, обращающая (2) равенства. При этом полагаем 05 =1.

(г) і-к/г

 ии

 

(2)

   

Mt

Доказательство. Поскольку при К=г неравенство (2) очевидно, то

полагаем, что К<г. Для функции Ё принадлежащей множеству Н. и

удовлетворяющей условию теоремы, а также для ее производной (г-К)-го

порядка 8"(7) « Уаксух"ТК в силу равенства Парсеваля имеем
jar

М = Xeур. (3)
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п Й
jer

Представим равенство(4) следующим образом:

2(1-К/г) Фо 2k/r г
сб rer ФО 0 5

| | (аг) k/r | 1 |

Для получения неравенства (2) применим ряд идейных моментов,
использованныхИ.В. Бердниковой и С.3. Рафальсоном в ходе доказательства
теоремы1 из [2]. Из (5) получаем

lerє іжесяreсуа учk/r)

jer (0

 

pork)| =Lee~k/r)

 

мо

ке 6

 

Применяя к правой части соотношения(6) неравенство Гельдера для числовых

рядов с показателями г/(г-К) и т/К, а также учитывая формулы(1) (3),

запишем

1- К/с

|“{opSiete]бю(f)||(Seth«Ру4
Jer іл?

2{1-К/г)

2

Oj КИ (т«нео МРІЇ
Установим справедливость равенства

ї

 

 

(7)

  

Oj,tk Oerk
SUPКТjer (a,‚гК (а) k/r

Поскольку, как нетрудно убедиться, при }2т(]Е М)

irk _ ((j-1)..G-r+k+))™
(a) (ботуота ую"

то для удобства рассуждений рассмотрим вспомогательную функцию

| df. (x(x -1)..x-rt+k +1)"g(x) = AED De. 9)
((х-г-К)...(х-г+1))

ге rSx<oo, HW покажем, что она является монотонно убывающей.

Прологарифмировав обе части соотношения(9), получим

Ing(x) = "Кох+2 -—1) +...+ шк -г+Кк+1)-

(8)

 

 

—(r~k)\(in(x —r+k)4...4 n(x -r4+1)}. (10)
Продифференцировав обе части равенства (10), имеем

_ k(r-k){ 1 (1, 1 _

B(x) = 800) r atait|
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Чоeo}} (11)
k\x-r+k х-г+1/

Заменяя каждое слагаемое в первых круглых скобках, расположенныхв правой

части соотношения (11), наибольшим числом 1/(х-г+К+1), а каждое

слагаемое, записанное в расположенных там же вторых круглых скобках,

наименьшим числом 1/(х —г+К) ‚ запишем

и" k) 1 1

89 < 809 Е ню

Следовательно, функция 2 монотонно убывает на полусегменте [г,50) ‚ а значит

справедливоравенство(8). Используя (7) — (8), получаем
г- Oey г ре“Kir

FO) seek

 

“|

    

 (12)

Учитывая принадлежность промежуточных производных Її8 (ке іт)

функции f eH, пространству Н,(1<р<2) и справедливость включений

feH,, {Me Н,, где 2 28,1 34, а также учитывая специфику определения

нормьв пространстве Харди,из (12) получаєм требуемое неравенство(2).

Покажем, что неравенство (2) является неулучшаемым в указанном выше
б ‘ df.

смысле. Для этого рассмотрим, например, функцию №(2)=7, которая

принадлежит Н.. Поскольку [fo‘|, eres folly = 1s ЕР; Ок» ТО

подставляя значения указанных величин B формулу (2) убеждаємся в том, что
данное неравенство обращаетсяв равенство. Теорема 1 доказана.

t it ;1pse"2 i — точка двумерного комплексногоПусть 22 (2,2) - (рів
пространства Cc’; весву) — единичный бикруг в С°;

Г? =={ze С:‘By=I;із 1,2} — остов бикруга. Класс всех аналитических в 0?

функций обозначим через A(U’). Пусть ГеА(О? у; р; =[0, 1), j=-12; 159 < ©

 

п ЩІ

> it иа
wu M,(f3p).P2) = (as.| | f(pe"! ,pre 5 іно . Символом На= н, (07)

(4.2.1) обозначим пространство Харди в 07, состоящее из функций ГеА(0?),

для которых конечна норма
lim Мо (Ё;ру, рэ), если1 < а <®,

р;—>1-0 7

_ орі |
> ~РТ г зарpit(а, 2.)| ‚если а = ®.

Ве2 |
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Из результатов А. Зигмунда [9] следует, что для функции

f ЕН.) (1<4<®) почти всюду на Г? существуют угловые граничные

значения, выполняется равенство

212 , . . .

Шо [| ПЕре? „рое"2 ) - (ет ,е"2)т» =0
700

р;-21-0 б

jal2

 

и функцию Ё можно считать заданной почти всюду на Г?. Поэтому под Hy»

часто подразумевают именно множество таких граничных функций и говорят,

что норма Ї є Н., реализуетсяна ее угловых граничныхзначениях F(e"!,e"*),

которые существуют почти для всех 0 4 7,7, «27.

Символом  На>? (ге М;]=1,2) обозначим множество функций

Р є А(07), у которых смешанные производные РП”??? по переменным ДИ 2)

и частные производные #"’°’ по переменной жи #®”2} по переменной 2,

принадлежат пространству Н. >. Имеет место следующая

Теорема 2. Пусть п, е МИ ЗК, <т,(]=1,2) - натуральные числа,

l<p<2; 2<s,tusv<q. Toeda для любой функции Ре Hg? ‚ у которой

коэффициентыТейлора

уток (Г) = =су) 20 Cy -ky wf) =. Cy1uf) = 0,

2de v=1,—k,,4 —k, +1,..5 w=З КоЗКо, справедливы неравенства:

 

iFого «ппок 922 -Ко
т 1-ky/ 1--К2 /г

Р (Cn) й (a2,ь) pene .

Ко(о) (п.0)кутжо/оПРО ОРКИИМ МОГкуро)
хІЕЇ, Ро оо оо (13)

   

 

 

  

Неравенства (13) являются точными в том смысле, что существует функция

Б є НІ»? , обращающая (13) в равенства.

Доказательство. При г -К, и ї =К, неравенство (13) очевидно. Если

n=k, u 1lsk,<n-l или 6=К, и 1$К<п-1, то доказательство

неравенства (13) повторяет ход доказательства теоремы1. Поэтому всюду далее

полагаем 1<К, <г,-1 (]=1,2).

Пусть f(Z,,Z,) = у у Cj, jp Bai 24 — произвольная функция из
J1=0 j2=0

множества На? ‚ удовлетворяющая условиям данной теоремы. Для функции Ё

се частных производных 19(7,,7,) з у У абіо (РухП2
j=" 12 =0

(0,12) сх i т
f ; (24,22) = > У ОбігПА27 2

де0ізг
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и смешанных производных

00 о

(гг) Int J2-2,
f (а 522) = >, xол“2СЯ,і (бе! 25

    

 

 

 

  

  

 

  

d=j2=

разкрг-2,‚2))= У >‚бынюі(КитГПК22+К2

= }2=

в силу равенства Парсеваля имеем
(1.0) 5 во

ОО
(0,12) ай хх

| ; |=2рai,ali.зб | 5Л,1%рообя ‚2 ‚ (15)

~ky.9-kke м] = 5 аланв] (16)
Jee 2=0 |

Используя (16), запишем
2(1-ky /r Хі-Ко /г2)

(п-К1,г2-К2)

le 2 2]= У х(па,ро сина (Р) *
| | Л=пр=

(1-“inka( чразка /20ку/п
х loi. сі су) io.бір» бі) х

kiko (qm) \
Ob jy ny ky %jg 19 -mc112б (17)

КИТ ЕК .
т,б п5 з

Из (17) получаем :
2 2

“a. а.

ЕК1ы2-К2) supLx sup deta

ke

р: пет (06,а кит 27 (Ajрки

зачкуа (Ik2/12)

кбла] х
лег іє
(kynay (1k/r ky /1y жк )

x (0, 5 Ви (ey losemin) ey} Сл, сг ofan } (18)

Применяя к правой части неравенства (18) обобщенное неравенство

Гельдера [7, с.36] с показателями (п-К,)(-К>)/(и г); К. (в -К,)/(в 1);

К, (2 -К,)/(и г); КК›/(и т) ‚с учетом (14) — (16) получаем
2 2

о; ортукьто Ко) sup Inky sup іа ско

bs jen (Oj),я іа(0тyrkai

зЖ1-К2/12

 

х

 

о о

>. >атабло
йеп рі

5 (1-ky /t Jk/r2

.Cine (f)

 

eoГо =

| 2 аю
5 з=n 12° [$ У аCieб
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Qi yk Qin ko |5) зир ПК ізо ско
зар сор

1-К I-ko/r
лат (Чт) М ) 2/2

Кік(пр) 2 2

i 32212 (Qi ny
ыы
=n J2=

просоновука/о жу /п [roeiy a9)

Используя соотношение(8), и соображения, изложенные перед формулировкой
теоремы1, из (19) получаем требуемое неравенство (13).

df.
Рассмотрим функцию f,(z,,Z,.) =z ze, принадлежащую множеству

пло? ja
0НІ»? Поскольку ee? le |, = Oy

№. =1; [ere| за то нетрудно убедиться в том, что
р

после подстановки указанных величин в неравенство (13) последнее
обращается в равенство. Теорема2 доказана.

В качестве замечания отметим, что результат теоремы 2 может быть
соответствующим образом распространен на случай аналитических функций п
(п.» 2; п є М) комплексных переменных.

  

          г,о? nn?

 

пуК912 го Ко ›
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