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О ПРЕДСТАВЛЕНИИ ФУНКЦИЙ, УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ УСЛОВИЮ
ЛИНШИЦА,В ВИДЕ СВЕРТКИ ФУНКЦИЙИЗ ПРОСТРАНСТВ

ЛОРЕНЦА

Усяка 2л-періодична функція, яка належить простору Ліпшиця Лр, може

подаватися у виглядізгортки функцій із просторів Лоренця Г’, ra Ly, випадку,

коли 1<6<®, 0<1- р”! «а«1 ічисла г, к" підібрані відповідним чином.

Каючовіслова: згортка функцій, простір Ліпшиця.

Любая 2л-периодическая функция, принадлежащая пространству Липшица

Ар, представима в виде свертки функции из пространств Лоренца Г; и 1... В
рт

случае, когда 156<о0, 0<1- p! <a<1l и числа гг подобраны

соответствующимобразом.
Ключевые слова: свёртка функций, пространство Липшица,

An any 2z-periodic function from the Lipschitz space Af. can be presented by

way of the convolution of the functions from the Lorenz spaces L,, and L,,. in

the case when1<b<, 0<1-p™' <a<1 and the numbers г, г’ аге pickediin the

correspondingway.

Key words: convolution ofthe function, Lipschitz space.

Пусть. символами Г, Ly AX, rae 1 < рьг, Ьсо, 0<a<l, обозначаютсяро
собтвететвенно пространства Лебега [1]: Лоренца (7), Липшица || 22-

периодических функций. Пусть І,,"Ї,,ад - класс функций, представимых в

Bune cpeptkn f(x) =(g*h)(x) функции 8(х) ЕТ, ифункции В(х) Е Гьд.

Далее (1) обозначается невозрастающая перестановка относительно

нормированной Лебеговой меры (4и=4х/2п) модуля измеримой на (0,27)
t

функции f(x), f=t7 Г"(4 и (+) - характеристическая функция

множества G.

Из результатов С.Н. Бернштейна [1] в случае р=а=2, Салема [9] в

случае р=|4=®, Ароншайна, Смита и Кальдерона [8] в случае

1<р<2,4=р/(р-1) следует, что пространство Л содержится в Ір "Га если

ас»1/4.В ПОЇ приведен пример функции, которая принадлежит ЛЯ, но не

принадлежит Г,*Г.. Кроме того, из [6] и [5] следует вложение пространства
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ЛЕ в Га если 156 <4<® иа> 116 —1/а. [5] построены примеры функций,

принадлежащих Лі ‚ но не принадлежащих І, при ч=Ъ/ (1 - Бо.) .

В настоящей статье доказана теорема, дополняющая перечисленные
результаты. oo

Теорема. Пусть O<a<l, b=r'=1 wu I<b<m, Isr'so;

1<р<(1-@)', гегу(г'-1) или регеї ц г'ясо,

Если Р(х)є ЛЬ, то тогда f(x)eL,,*Ly,- Cyyecmeyem функция,
—1

которая принадлежит Лу, но не принадлежит Ly, *Ly,, Koeda p=(l-a) .

Доказательство этой теоремыосновывается на следующих леммах.
Лемма 1. Пусть 1<р<®, 151$3% или р=г=|!, р=г=х. Если

В> (р-1)/р, то тогда функция #(х) = >(п+ 1)? сових є Lye
пед

Доказательство. Из теоремы Харди, Литллвуда [7; 2] в случае |<р<®,

15г5 о получаем
® Их м l/r

~ -В неТі ~ 1-8-Мр 1|нонАН a
Так как по условию теоремы 1-В-1/р < 0, то числовойрядв (1) сходится,

следовательно, норма функции 8(х) в Г.,‚ конечнаи g(x)eL,,.рьг

Пусть теперь р=1, в [1] доказано, что функция. g(x) є Г(1 -а)біп xBxP
2

Значит, 8(х)є ї, при любом B>0.Ecau p=, To B ycnosun теоремы В>1.

Torma g(x) ¢L,,, Tak kak

о
. . -В

«дах, з(х) єр+1)" <0,

Далее о, (Р,х) обозначается (С,1) среднее ряда Фурье У Р(п)е"” функции
n=—co

f(x).

Лемма2. Пусть 0<а <1, 156 <®, О<гзЬ. Если функция Г(х) е Лк, то

тогда f (х) еГь; и выполняется соотношение

11

Io, (Г) ~ fll. 7бов! ? 7 . (2)

Доказательство проводится по схеме доказательства обратных теорем
теории приближения функций[3].

Пусть Р(х)еЛь, тогда |с, - fll, = O(n) [9]. Рассмотрим
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с

последовательность частных сумм 5, (х) ряда с(6хуя У(озмні -с,„,).
v=0

Применяя неравенство разных метрик для тригонометрических многочленов
[4], получаем в случае 6 >1, ге(1,5) оценку

| Is. lhe. 5 Ic, (fh. +Yoу
|

<
Ly

< сі, +x+v log гу | леб, } <

<с, +>+v log зуг" «о.

Отсюда и из условия, что | -їЇ —>0 при п-о-»о, стандартньми
п Ly -

  
bir

  

п 1

5 сі (MI. +нов >) °| 79»

 

 бий ~ fl. +

рассуждениями получаем,что |5, - ЇЇ, 20 при п >иf(x)eL,,.|ПРИ

Далее имеем

lon (f)- fl, З >
<б.у п Є =

2 Lor
2%

 

  

   

 

 

зеРез
є 11

<C)i(I+log 2°")? b2<

, 11
<С(1+(т+1) ов 2)гь27.

В случає 6211, 09<г<1 воспользовавшись неравенством

ВЫ, РКО, +)
г

С 1 б2У+ зу L
 

  

з

т

получим,что
І

ВЫ, = cll, +>+(v+l) 8 2)"|

и Is, -fl.. -»0 при п-» о.

Аналогично получаєм оценку
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У 7б
Дб(чт «р

 

 
ут

вс](нин i).ом |

со 11 :

<¢|$ (leks 27!) бач <

i
<$C(l+m log 2)rb2™%.

Выбрав ш так, чтобы выполнялось неравенство 2"<п<2"*", получаем
доказательство соотношения(2).

Лемма3. Пусть О<В<а<1, О<а<о, Б=1, (1+а-В)' <г<1 или

ісБ«с, «г сс, Если функция Ё(х) еЁь; и выполняется соотношение

Io, «і = O(n log*n),

тогда ряд У (літуЄ(n)e"™ является рядом Фурье некоторой функции
n=—00

в(х) є Луг

Доказательство леммы проводится методом, используемым в Ph

Обозначим их = (\k|+1)" и через тt, (x) (с, 1) -- средние ряда У Lyf (k
Ка

Применяя два раза преобразование Абеля, получаем Ми

t, (x)=УА(к+ Па, (©9-

—(n+1)Lawkeke(Бх) +

+2(n +1)Уа(k+1)o, (f:x)+H,9, (f:x),
k=0

где Анк = их ки» А’щь = Ану - Арки.
Заменив ©(Ё;х) на о’(Р;х) -Ё, имеем

= Ул (k +1)(6;, (f:x)-f(x))-
k=0

— (п +1)" Ул, (к +1)k(o, (f;x)-f(x))+
k=0
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зара)Ус(f3x)~f(x))+

+ pW, (o, (f:x)-f(x)) + pof (x).

Так как Au, =O(kP") w 7p, є О(к?"?), то

A*uy (k +1) lo, (£) ~£|

Аи (кт)кв (Г)-|, = (КР2 овп),

Аа(кн)(Р), о ОКРов" п),

№[©(Е) -#
Из этих соотношений следует, что для заданных в условии теоремыпараметров

квазинормы I,| конечны и равномерно ограничены для всех п. Тогда
и

 

‚=(кІов" п) ,

 

tne o(n'= log? п).

1,(х) сходится в пространстве, к некоторой функции В (х)уєЛьр й

h(n) = (|n|+1)f (n) для всех пе 7.

Лемма4. Пусть Б=г=г'=1, 1<р<2, либо 1<6<2, р=г=г'=1, либо

1<6, р<2, 1515, г'=г/(г-1). Если функция

єс) (в вх)єТы,
тогда имеет место неравенство

Увк< Clle|

k=~00

где в сумме К #0 и С независит от f(x). — |

Доказательство. Пусть  1<р,6<2, p'=p/(p-1),... b'=b/(b-1)

8(х) ЕЁги В(х) ЕТ,‚', тогда из неравенства Пэли[7; 2] имеем: |

І

> [lack]ihaпа-ю

  

 

 

пеб iLow!

[$ («киУ]щу «Сі,

Далее применяя неравенство Гельдера, получаем

у (курии -вере<

паю

 

 

 «сіні,Їй
В случае Б=г=г=1, 1<р<2 имеем оценку

І ‘
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У а)УЕ
п-=—© пезо

« У |6(ппop"зар(а)єв,Як, |
n=-o

 

(вв)<

Аналогично доказывается неравенствои в случае р=г=г=1, 1<Ь 52.

Лемма 5. Пусть 1<6, рхх, Б'+р'>1, 1<г<%, г=г/(г-1) и

последовательность чисел {ск} убывает и стремится к нулю при п -» со. Если

функция «Ус0з Кх принадлежит ЁЬ,*Гь„, то тогда ряд
k=l

тРМ сходится.
n=]

Доказательство. Пусть f(x) представима в виде (g*h)(x)

g(x)e Los и h(x)eLy,. Далее полагаем  В(х)= В(х) модаЮ ,

5(х) = &(x)Xfo,2n](%) u f(x)= (h-8)(x). Из неравенства О'Нейла [7] следует,

что

rl 1!

per (t)ttdt = [t*(h-g) (t)tdt <
0

11 Е ТГ dt
< fi°a™ (t)h™ (t)tdt + if в(2)yh” (z)dz |—;

0 0
Применяя ко второму интегралу, стоящему в правой части, неравенство Харди
[7; 2] получаем для чисел 4, удовлетворяющих соотношению

Иа=Ир-+ИЬ-1, неравенство
Іil

Ре"tохБ"(ба. (3)
0

Воспользовавшись неравенством Гельдера для оценки правой части в (3) и

соотношениями (Fx,одиi) (t) sf" (t), (sx;2i) (t)sg™(t), bh" (t)s3h"(t)

npu 0<t<1, имеем

1 ін,
і, аГО сч<

Ч, 0

Щі г
«С иго) tide

0

~t
f
m

ці г г
|Б| га <Clgl, ЇВ, „. (4)
;
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По теореме Харди-Литллвуда[7; 2] |

DenhSegalsche (5)
паї

Из (4) и (5) получаем утверждение леммы. :

Замечание. Лемма 5 допускает обрашение в случае, когда г=1+р'/Ъ',
о

г'=1+Ъ/р’. Действительно пусть ряд УсипРУМВО сходится, тогда по
n=l |

теореме Харди, Литллвуда Е (x) Е Me . Рассмотрим функции

- 1

g(x)Уа с0$ пх й h(x)=Усг с0$ пх. Так как в силу выбора гиг" ряды
паї n=!

г
>п?! И Ус совпадают с рядом Уапо

па!

Р-Н то они сходятся. По

условию леммы последовательность чисел {к} убывает и стремится к нулю

при п->®, а 1-1/р-1/6<0, применяя снова теорему Харди, Литллвуда,

имеем

о т

бы”п нуДн
па

я I 1 a

Поскольку f(k)=cfcf’ = g(k)h(k), ro f(x)=(g*h)(x)eL,. *Lyp.

Доказательство теоремы. Пусть !(х)еЛь и число В удовлетворяет

неравенству 1-1/р<В<а. Из лемм 2, 3 следует, что. функция

h(x)= >.(к-т(ке =, а из леммы | получаем, что

g(x)= У (кін)? ^^ принадлежит Г,г. Тогда f(n) =h(n)-8(n) для
k=—co

каждого пе u3nauut f(x)eL,, *Lyy.

Для доказательства второй части теоремы используем функцию
а о

б (х) =othan cos nx,
n=

ne a, = sevensly -(у+1)|? _ і

- (уз)? ~ (nz? 7

Таким способом в [5] конструировались контрпримеры в более общей

 

ситуации, из этой работыследует, что к (х) принадлежит Ль. В то же время

ряд
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Уа п/РУМь — s(nзумnlpve

n
n=] n=]

расходится, так как &=1/р’. Из лемм 4, 5 следует, что fo(x)@ Ly. * Loe

Теорема доказана.

9.

10.
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